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Aufgabe 11.1 (20 Punkte)
Sei up € S,(R?) so, dass supp @iy C By(1). Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

1. Es gilt |e®®ug(7)] Syue<t >V<z >N firallet € R, N € N und |z| > 5[t|. (Hinweis:
Zeigen Sie die Aussage fiir x = (21,0, ...,0) und verwenden Sie die Rotationssymmetrie
des Problems. Verwenden Sie dann die Fourierdarstellung von e*®u, und integrieren Sie
partiell in der z;-Richtung.)

2. Zeigen Sie [e®ug(z)| Suy< t >~2 fiir alle 2 € RY. (Diese Abschitzung ist fiir [¢t| > |z
wertvoll.)

3. Folgern Sie aus den vorigen Teilaufgaben [le”®ugl| 1z ga) ~auop< t >~9G=3) fiy alle 1 <

p < oo. (Hierbei meint X ~ Y fiir zwei nichtnegative Gréflen X und Y, dass es eine
Konstante ¢ > 1 gibt, sodass ¢ 'Y < X < ¢Y.) (Hinweis: Beweisen Sie die Aussage
zunéchst fiir p = 2 und zeigen dann die obere Schranke fiir p # 2, indem Sie |z| < alt]|
und |z| > alt| fir ein a > 0 untersuchen. Verwenden Sie dann die Holderungleichung, um
die untere Schranke zu zeigen.)

Aufgabe 11.2 (Notwendige Bedingungen fiir Schrodinger zu festen Zeiten) (20 Punkte)
Seien 1 < p,q < oo und « € R so, dass die Abschétzung

e uol| g (ray < Ct*luoll L2 ma)

fiir alle uy € S,(RY), t # 0 und einer von ¢ und uo unabhiingigen Konstanten C' gilt. Zeigen Sie
mit Hilfe von Skalierungsargumenten, dass 2a = d(1/¢—1/p) gelten muss. (Hinweis: Verwenden
und zeigen Sie, dass, wenn u(z,t) die Schrodingergleichung i0,u = —Aw 16st, dann tut es auch
u(z /X, t/A\?) fiir A > 0.) Verwenden Sie dann die vorige Aufgabe und Zeittranslationsinvarianz,
um ¢ > p und ¢ = p’ (und damit 1 < p < 2) zu zeigen.

Bemerkung: Dies zeigt insbesondere, dass der Schrédinger-Evolutionsoperator nicht L2 (RY)-
beschréinkt ist, es sei denn p = 2. Dies ist ein Beispiel fiir die Daumenregel, dass dispersive
Evolutionsoperatoren lediglich L?-basierte Rdume erhalten. Insbesondere zeigt die Aufgabe,
dass die dispersive Abschitzung aus Aufgabe 5.2 ¢) optimal ist!



