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Aufgabe 10.1 (20 Punkte)

Um die Wohlgestelltheit der kubischen nichtlinearen Schrédingergleichung in zwei Dimensio-
nen zu zeigen, konnen bestimmte Strichartz-Abschatzungen, die &hnlich zu denen des fiinften
Blattes sind, hilfreich sein. Zeigen Sie die homogene Strichartz-Abschitzung
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die duale homogene Strichartz-Abschatzung
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sowie die retardierte Strichartz-Abschdtzung
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(Hinweis: Zeigen Sie zunéchst die Implikationen (3) = (2) = (1) und zeigen Sie schlieBlich (3).
Verwenden Sie die Dualitéit der LP-Riume sowie ||g||% = (g,9).)

Aufgabe 10.2 (20 Punkte)
Wir betrachten den Kegel

{reRY:2#0,0 < x4 < |2|cosf}

dessen Eckpunkt am Ursprung sitzt und den Offnungswinkel 6 besitzt. Schneidet man diesen
Kegel mit By(r), erhiilt man den endlichen Kegel Kjy,.. Wir sagen, dass ein Gebiet Q2 C R? genau
dann die Kegel-Eigenschaft besitzt, wenn es einen festen, endlichen Kegel Ky, gibt, sodass es
fiir jeden Punkt x € ) einen endlichen Kegel K, gibt, dessen Eckpunkt bei x ist, der kongruent
zu Ky, ist und in € enthalten ist.

Sei nun 2 C R? eine beschriinkte, zusammenhingende und offene Menge, welche die Kegel-
Eigenschaft fiir ein 6 und 7 besitzt. Sei 1 < p < oo und g € LP(Q), sodass Jo9 = 1. Sei
1 <qg<dp/(d—p) firp <d, g <oofirp=dund 1l < ¢q < oo fir p > d. Zeigen Sie,
dass es dann eine Konstante Sg,,, = S > 0 gibt, sodass fiir alle f € WP(Q) die Poincaré-
Ungleichung

||f_/Qfg||L<I(Q) < S|V £l

gilt. (Hinweis: Zeigen, Sie zunidchst mit der Holderungleichung und der Beschrinktheit von
Q, dass es geniigt ¢ > p zu betrachten. Argumentieren Sie dann per Widerspruch, indem Sie
eine Funktionenfolge (f;);en betrachten, sodass die linke Seite fiir alle j gleich 1 ist und die
rechte Seite fiir j — oo gegen Null konvergiert. Betrachten Sie dann die Folge h; = f; — fQ af;
und verwenden Sie die folgende Baby-Version des Banach—Alaoglu-Satzes sowie den Satz von
Rellich und Kondrachov, welcher ebenfalls fiir Gebiete, die die Kegel-Eigenschaft besitzen, gilt,
um einerseits h = 0 und andererseits ||h||, = 1 zu zeigen.)



Satz 0.1 (Banach-Alaoglu). Sei Q C RY eine messbare Menge und sei (fn)nen € WHP(Q)
fir 1 < p < co. Dann gibt es eine Teilfolge (fn,)jen und ein f € W'(Q), sodass f,, — f
(schwache Konvergenz in W' (Q)) fiir j — oo, sprich fiir jedes (go, g1, ..., ga) € LP' (Q : C?) gilt
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Bemerkung: Obwohl der Satz von Rellich und Kondrachov nicht fiir ¢ = dp/(d — p) gilt, kann
man die Poincaré-Ungleichung auch in diesem Fall beweisen, indem man die Sobolewunglei-
chung verwendet, um ||f — [, follray S IIf — [o foller) + IV fllir) abzuschiitzen. Die
Aussage folgt dann aus der obigen Poincaré-Ungleichung.



