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1. Übungsblatt
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Aufgabe 1.1 (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass für stetig differenzierbare Funktionen auf R die schwache und die klassische
Ableitung übereinstimmen.

Aufgabe 1.2 (10 Punkte)
Seien 1 ≤ p < ∞ und u ∈ W 1,p(R). Zeigen Sie, dass u fast überall mit einer Cα(R)-
Funktion übereinstimmt, wobei α = 1 − 1/p. (Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung die Abschätzung ‖u‖Cα(R) ≤ a‖u‖W 1,p(R) für ein a > 0
und u ∈ C1

0(R) und verwenden Sie die Tatsache, dass C1
0(R) dicht in W 1,p(R) ist.)

Aufgabe 1.3 (10 Punkte)
Seien d,m ∈ N und f ∈ Cm(Rd : C). Für α = (α1, ..., αd) ∈ Nd

0 seien

∂αf :=
∂|α|f

∂xα1
1 · · · ∂x

αd
d

und
Xαf : Rd → C

x = (x1, ..., xd) 7→ xα1
1 · · ·x

αd
d f(x1, ..., xd)

.

Wir definieren damit den Schwartzraum

S(Rd) :=
{
f ∈ C∞(Rd : C) : Für alle k,m ∈ N0 ist

qk,m(f) := max
|α|≤m

{
sup

{
(1 + ‖x‖2)

k
2 |∂αf(x)| : x ∈ Rd

}
<∞

}}
Zeigen Sie:

a) Für jedes (k,m) ∈ N2
0 ist (S(Rd), qk,m) ein normierter Raum.

b) Ist f ∈ S(Rd) und α, β ∈ Nd
0, dann ist auch Xα∂βf ∈ S(Rd).

c) Verifizieren Sie S(Rd) ⊆ Lp(Rd) für p ∈ [1,∞], C∞0 (Rd) ( S(Rd), e−|x|
2 ∈ S(Rd) und

e−x
2

sin(ex
2
) /∈ S(R).

Aufgabe 1.4 (10 Punkte)
Sei u ∈ L1(R) sowie û(ξ) := F(u)(ξ) :=

∫
R e−2πixξu(x) dx die Fouriertransformierte. Zeigen Sie:

a) Es gilt ‖û‖L∞(R) ≤ ‖u‖L1(R) und û(ξ) → 0 für |ξ| → ∞. (Die zweite Aussage ist der Satz
von Riemann–Lebesgue.)

b) Ist zudem u ∈ S(R), dann ist auch û ∈ S(R).


