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In diesen Notizen reichen wir den Beweis von Proposition 1.41 zur semi-
linearen Stabilitat nach. Dabei erinnern wir uns, dass wir das Cauchyporblem

Owu(t) — Lu(t) = N(u(t)), u(0) =up € H (1)

als Integralgleichung
t
u(t) = efuy + /e(ts)LN(u(s)) ds (2)
0
umschreiben konnen. Unter Einfiihrung der 'linearen Losung’ uy, (t) = etfug
und dem Duhamel-Operator
t
DF(t) = / eI F(s)ds (3)

0

nimmt die Integral-Gleichung die abstrakte Form
U = U, + DN (u) (4)
an. Hierflir hatten wir bereits das abstrakte Fixpunkt-Argument diskutiert.

Proposition 1. Seien N, S Banachriume, D € B(N,S) mit ||D|o, <
Cy fir ein Co > 0 und N : § — N eine Abbildung mit N(0) = 0 und
IN(u) — N©)|ly < ﬁHu —vl||s fir alle u,v € B. .= {x € S|||z|ls < e} fir
em e > 0. Dann besitzt fiir alle wy, € B,/ eine eindeutige Losung u € B,
Uyin > u definiert eine Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-Konstante 2
und es gilt ||ul|ls < 2||wnl|s-



Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir das zentrale Theorem des Vortrags
(Proposition 1.41 im Tao) formulieren und beweisen.

Theorem 2. Es seien L € B(H) mit (Lulu) < —olul3, fir ein o >
0 und alle w € H sowie N € C*(H) mit N(0) = 0, N'(0) = 0 und
sup|yy, <1 1N (W)l sy = Cn. Dann gilt fir e = 38— Ist |luolly < 5,
dann ezistiert eine eindeutige klassische Losung u : [0,00) — H von .

Auflerdem erfillt u

lu®)ll3e < 2 e luolln- (5)

Proof. Zunichst zeigen wir, dass wu,(t) == e'fuy die Abschitzung
lle ol < e |luoll (6)

erfiillt. Dafiir definieren wir f € C*(R) durch f(¢) = |le"uol|3,. Es gilt
d
&f(t) = 2(Leupletug) < —20|eug||3, = —20 f(t) (7)

und aus dem Lemma von Gronwall folgt

F(t) < £(0) - e = Jwinlln < lluolla - e (8)
Jetzt fithren wir Banachraume (S, || - ||s) = (C0,00), | - ||s) mit
[ulls = sup e [Ju(t)]|x (9)
>0

und (N, | - [l) = (€[0,00), [| - [l) mit
lull s = sup e*”*[|u(t) |3
t>0

ein. Wir erkennen sofort, dass ||uinlls < |luollz. Die Ableitung von N,

M = N’ ist als stetig differenzierbare Funktion mit beschrankter Ableitung
Lipschitz-stetig und es gilt fiir alle u,v € H mit ||ul/x, [|Jv||x <1

M (u) = M(v)llsay < sup [[M'(@)lsrsy - lw = vl (10)

lzlln<1

Durch unsere Voraussetzungen an N gilt somit

IN"(u)llBae) = IN"(u) = N'(0)l| 320y < Cwvlulla (11)



fir alle ||ul|% < 1. Dadurch erhalten wir eine etwas explizitere Abschétzung
fiir die Lipschitz-Konstante von N durch

1

[N () = N(v)[l = %N(Ht(v—u»dt < [N (w4 tv —w)) - (v —u)ln dt
0 H 0

1
< [ 1Nt to =)o - o = ulhed
0

1
<Cy / (1 —t)u+ tol|y - ||v — ul dt
0

1

<Cov- o= ull- (1= )l + el de
0
<Cy o =l (ol ol
(12)

Sind ||ulls, [[v]|s < &, dann ist
1N () = N(v)l < sup 'O - [[o(t) — w(t)ll - max{]|u(®) ||, [lv(t)]l2}
<C - supe”[|v(t) — u(t)|ls - sup max{e||u(t)|l2, e [[o(t)[l2}
>0 >0

o
<Cn-e-flu=vls = Fllu—vls.

(13)
Aulerdem ist
t
IDFlls =sup e [DF(O)se < supe™ [ [ ILF ()] ds
120 £>0 -~ >
0 <e=a(t=9)||F(s)|ln
/ = (14)
< sup / T E($) | - e ds < |[Flly - / e~ ds
t>0 0
0
_NFllw
Ly

Ist nun ||upl|ly < £

< 5, dann ist [Jwn||s < § und Proposition (1| greift. Aus dieser

3



folgt nun die eindeutige Existenz einer Losung v € S mit
lulls < 2f|winlls < 2[uoll2,

was
lu(®)lle < 2¢7" Juollx

impliziert.



