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Aufgabe 11.1 (6 Punkte)
Seien (H, 〈·, ·〉) ein komplexer Hilbertraum und S, T ∈ B(H). Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) Angenommen 0 ∈ ρ(S)∩ρ(T ), wobei ρ(T ) = {z ∈ C : T−z1H ist beschränkt invertierbar}
die Resolventenmenge von T bezeichnet. Dann gilt T−1 − S−1 = T−1(S − T )S−1.

(b) Sei z ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ). Dann gilt (T − z)−1 − (S − z)−1 = (T − z)−1(S − T )(S − z)−1.

(c) Seien w, z ∈ ρ(T ). Dann gilt (T − z)−1 − (T − w)−1 = (z − w)(T − w)−1(T − z)−1.

Aufgabe 11.2 (6 Punkte)
Sei (H, 〈·, ·〉) ein komplexer Hilbertraum und T ∈ B(H). Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) Die Resolventenmenge ρ(T ) ⊆ C ist offen, sprich für alle w ∈ ρ(T ) gibt es rw > 0,
sodass auch {z ∈ C : |z − w| < rw} ⊆ ρ(T ) gilt. (Dementsprechend ist σ(T ) = C \ ρ(T )
abgeschlossen.)

(b) Für z ∈ ρ(T ) gilt ‖(T − z)−1‖ ≥ [dist(z, σ(T ))]−1.

(c) Sei w ∈ ρ(T ) und rw := ‖(T − w)−1‖−1. Dann konvergiert die Reihe∑
n≥0

(z − w)n[(T − w)−1]n+1 = (T − z)−1

in Operatornorm für alle z ∈ C mit |z − w| < rw.

Hinweis: Für zwei Operatoren A,B ∈ B(H) mit 0 ∈ ρ(B) und ‖AB−1‖ < 1 ist auch 0 ∈ ρ(A+B)
und die Reihen ∑

n≥0

(−1)nB−1(AB−1)n =
∑
n≥0

(−1)n(B−1A)nB−1 = (A+B)−1

konvergieren in Operatornorm. (Dies folgt unmittelbar aus Satz XV.12.)
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