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Aufgabe 9.1 (6 Punkte)

Gegeben sei der Vektorraum X = C?*2 der komplexwertigen 2 x 2-Matrizen, versehen mit der
Operatornorm | - [[op, d.h. fiir alle A € X sei | A|| = [|A|op, wobei [|Allop 1= sup,eca foy Trr
mit der euklidschen Norm || - || in C2.

Sei ® € B(X) gegeben durch X 5 A — ®(A) := 1 (4 — AT).
(a) Bestimmen Sie [|®||op.

(b) Zeigen Sie (z.B. mit Hilfe der Neumannschen Reihe), dass (1x — a®) fiir alle o € C mit
la| < 1 auf X invertierbar ist und berechnen Sie (1x — a®)™" damit explizit.

(c) Bestimmen Sie alle &« € C mit |a| = 1 fiir die der Operator (1x — a®) invertierbar ist.
(Dartiber trifft die Neumannsche Reihenentwicklung in diesem Fall keine Aussage.)

Aufgabe 9.2 (6 Punkte)
Sei (X, (-|-)) ein (nicht notwendig endlichdimensionaler) komplexer Hilbertraum. Zeigen Sie
folgende Aussagen.

(a) Ist A € B(X) selbstadjungiert, so gilt

[Allop = sup |(z|Az)].

llz[l=1

(Hinweis: Erinnern Sie sich an die Parallelogramgleichung (||z +y/||*> + ||z — y||* = 2]|z||* +
2[ly||*) sowie | Allop = SUD|z|],lyl|=1 [(z|Ay)|.)
(b) Ein linearer Operator A auf X ist genau dann beschréinkt, wenn supy,_; [{(z|Ax)| < oco.

(Hinweis: Erinnern Sie sich an die Polarisationsidentitét

Q(z,y) =i[Q(x+y,x+y)—iQ(w+iy,x+iy)—Q(w—yw—y)+iQ(x—iy,:r—iy)]

fiir alle (nicht notwendigerweise hermiteschen) Sesquilinearformen @ : X x X — C.)



