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1 1. Tutoriumsblatt (28. April 2022)

1.1 Euklidsche Ringe

Definition 1.1. 1. Ein kommutativer Ring (R, +, -) mit Einselement heifit nullteilerfrei oder
Integritdtsbereich, wenn fiir alle a,b € R mit a - b = 0 folgt, dass a = 0 oder b = 0 ist.

2. Fiir einen Integritétsbereich (R, +, ) heiit eine Abbildung p : R\ {0} Ringnorm, wenn fiir
alle a,b € R gilt, dass p(ab) > p(a).

3. Ein Integritétsbereich (R, +,-) mit Ringnorm p heifit euklidscher Ring, wenn der Divisi-
onsalgorithmus gilt: fiir alle a,b € R mit b # 0 gibt es ¢, € R, sodass a = ¢b + r und

o(r) < plb).
Bemerkung 1.2. Der Restklassenring Zg ist nicht nullteilerfrei, denn [0] = [9] = [3- 3] = [3] - [3].

Hier sind einige weitere Begriffe und Resultate; siehe beispielsweise Schulze—Pillot [SP0S8)
Kapitel 0-2].

Definition 1.3. 1. Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Ein Element a € R heifit
Einheit, wenn es @' € R gibt, sodass aa’ = 1. Die Menge aller Einheiten wird mit R*
bezeichnet.

2. Sei R ein Integritéitsbereich. Dann heifilen a,b € R (zueinander) assoziiert, wenn es eine
Einheit ¢ € R* gibt, sodass b = ae.

Bemerkung 1.4. 1. Ein Integritétsbereich, in dem R* = R\ {0} ist, ist ein Korper.
2. Die Menge aller Einheiten in Z ist Z* = {£1}.

3. Die Einheiten im Ring C'(R : C) aller stetigen Funktionen sind alle Funktionen ohne
Nullstellen.

Sind R ein Integrititsbereich und a,b € R, so sagen wir, dass b durch a geteilt wird (oder a
teilt b), wenn es ¢ € R gibt, sodass b = ac. Man schreibt alb.

Lemma 1.5. Sei R ein Integrititsbereich. Dann gelten folgende Aussagen.
1. Zwei Elemente a,b € R sind genau dann assoziiert, wenn alb und bla gelten.
2. In R=17 sind a,b € Z genau dann assoziiert, wenn |a| = |b|.

3. Zwei Polynome f,g € R[X]| sind genau dann assoziiert, wenn sie durch Multiplikation mit
einer Finheit von R auseinander hervorgehen, wenn es also € € R gibt, sodass f = eg.

4. Ist R = K ein Korper, so sind zwei Polynome f,g € K[X] genau dann assoziiert, wenn
sie skalare Vielfache voneinander sind.

5. Fir R =K sind alle a,b € K\ {0} zueinander assoziiert.
Beispiel 1.6. 1. (Z,+,-) ist ein euklidscher Ring mit p(z) = |z| (Betrag) fiir alle z € Z.
2. (K[X],4,-) ist ein euklidscher Ring mit p(f) = deg(f) fiir alle f € K[X].

3. (K, +,-) ist ein euklidscher Ring mit p(a) =1 fiir alle a € K.



4. Ein weiteres Beispiel fiir einen Integritéitsbereich liefert
ZWVd):={a+Vd-b: a,beZ} CC (1.1)

fiir beliebiges d € Z. Offenbar ist Z[v/d] ein Teilring des Kérpers C. (Besonders interessant
ist die Situation, wenn d kein Quadrat ist.) In jedem Fall ist Z[/d] ein Integrititsbereich.
(Dies folgt aus der Tatsache, dass jeder Korper ein Integritéitsbereich ist und, dass Teilringe
von Korpern wieder nullteilerfrei sein miissen.)

Fiir d = —1 erhélt man die gaufischen Zahlen. Sie bilden sogar einen euklidschen Ring mit
Ringnorm p(a+ib) := a®+b?. In der Tat gilt der Divisionsalgorithmus: seien dazu a,b € Z
und ¢, d € Z\ {0}. Definiere C > x+1iy := gjrrfs Dann finden wir néichste Nachbarn p,q € Z
von x,y so, dass |z — p| V |y — ¢q| < 1/2. (Wir erinnern an die Notation a V b := max{a, b}
und a A b := min{a,b}.) Dann gilt |z +iy — (p +iq)> = |z —p* + |y — ¢|* < 1/2 < 1.
Multipliziert man dies mit |¢ + id|, erhélt man

| (a +ib) — (c +id)(p +iq) |* < |c +id|?, (1.2)

=:r+is

was p(r +is) < p(c+ id) zeigt, wie gewiinscht.

1.2 Ggt und euklidscher Algorithmus

Definition 1.7. 1. Sei R ein Integritéitsbereich und a,b € R. Dann heifit g € R\ {0} gemein-
samer Teiler von a, b, wenn gla A g|b. Dieser gemeinsame Teiler heifit grofiter gemeinsamer
Teiler von a,b, wenn fiir alle weiteren gemeinsamen Teiler ¢ gilt, dass g|g. Manchmal
schreibt man (im Gegensatz zur Vorlesung!) g = ggT(a,b).

2. Ein Element m € R heift gemeinsames Vielfaches von a,b, wenn alm A blm. Es heifit
kleinstes gemeinsames Vielfaches, wenn fiir alle weiteren gemeinsamen Vielfachen m € R
gilt, dass m|m. Wir schreiben m = kgV(a,b).

Lemma 1.8. Sei R ein Integrititsbereich und a,b € R.

1. Wenn ggT(a,b) und kgV(a,b) existieren, so sind sie, bis auf Assoziiertheit, eindeutig be-
stimmt. In diesem Fall sind ggT(a,b) - kgV(a,b) und a - b assoziiert.

2. Fird e R ist d-ggT(a,b) = ggT(da,db).
3. Euistiert ggT(a,b), so existiert auch kgV(a,b).

In beliebigen Integritétsbereichen existieren ggT (und somit kgV) nicht. Wir fithren (auch
im Hinblick auf die spétere Diskussion) folgende zwei Begriffe ein, die in Integritdtsbereichen im
Allgemeinen nicht dquivalent sind.

Definition 1.9. Sei R ein Integritétsbereich.

1. Ein Element 0 # p € R\ R* heifit Primelement, wenn gilt:

Va,b € R mit plab = pla V plb. (1.3)

2. Ein Element 0 # a € R\ R* heifit unzerlegbar/irreduzibel, wenn gilt:

Ist @ = bc mit b,c € R, dannist be R*Vce R*. (1.4)

Beispiel 1.10. Wir betrachten Z[\/—5]. Man iiberzeugt sich, dass 2,3,1 + /=5 unzerlegbar
sind. Wir betrachten nun die gemeinsamen Teiler von 6 und 3(1 + 1/—5). Die Teiler von 6 sind
{#1,42, 43, £(1 £ v/=5)} (da (1 + v/=5)(1 — /=5) = 1 + 5 = 6). Die Teiler von 3(1 + /—5)
sind lediglich {#1,43,4(1 & v/—5)}. Da jedoch 3 und 1 + /=5 unzerlegbar sind, teilt weder
das eine noch das andere Element jeweils das andere. Somit gibt es keinen gréfiten gemeinsamen
Teiler von 6 und 3(1 + v/5) in Z[/—5].



In der Vorlesung hatten wir bereits gesehen, dass gg'T und kgV in euklidschen Ringen schon
existieren. Definiere dazu

M(a,b) :={aa+pBb#0: a,5 € R}. (1.5)

Lemma 1.11 (Lemma XI.4). Sei R ein euklidscher Ring und a,b € R\ {0} und ggT(a,b) so
definiert wie in der Vorlesung. Dann ist M # () und es gilt

geT(a,b) = {g € M(a,b) : p(g) = gerﬂr;i(ral’b)p(g)}- (1.6)

Lemma 1.12 (Lemma XI.5). Seien R ein Integrititsbereich und a,b,c € R. Wenn ggT(a,b)
existiert, dann gilt ggT(a,b) = ggT(a + be, b).

Mit diesen beiden Lemmas kann der euklidsche Algorithmus hergeleitet werden.

Satz 1.13. Seien R ein euklidscher Ring und ai,az € R mit p(a;) > p(az). Dann gibt es
n € N\ {1} und a3, aq4,...,an+1 € R und qi,...,qn—1 € R mit

aj =qjajp1 +ajr2, 1<j<n—1 mitp(aji2) <plaj1), 1<j<n—2

(1.7)
ap+1 = 0
und es gilt
an = ggT(a1,a2) = ggT(qraz + a3, a2) = ggT (a3, az) = ggT(as, g2as + as) = ggT (a3, as) (18)

= ... = ggT(an—1,an) = g8T(gnan + ant1, an) = ggT(an+1,an) = ggT(0,an) .
Da p(ajt2) < p(aj1) bricht der Algorithmus nach hichstens p(az) vielen Schritten ab.

Beispiel 1.14. 1. In Zist beispielsweise ggT (221, 247) = ggT(221,247—221) = ggT(221,26) =
geT(221 — 8 - 26,26) = ggT(13,26) = {+13}.

2. In Q[X] ist
geT(2® — 3z + 2,2° 4+ 42 + 52 + 2) = ggT (a3 — 3z + 2,42° + 8z)

= ggT(—Zx2 — 3z +2,42% + 8x) = ggT(x + 2, 42 + 8x) = (zr+2)-Q\{0}.

1.3 Fundamentalsatz der Arithmetik
Wortlich besagt der Fundamentalsatz der Arithmetik

Jedes n € N ldsst sich eindeutig in ein Produkt von Primzahlen, bzw. nach Zusam-
menfassung gleicher Faktoren, in ein Produkt von Primzahlpotenzen zerlegen.

Dieser Satz kann nicht nur in N, sondern auch in bestimmten Integritétsbereichen formuliert
werden. Zunéichst aber kommen wir kurz zuriick auf die Begriffe prim und unzerlegbar.

Lemma 1.15. Sei R ein Integrititsbereich. Dann ist jedes Primelement in R auch unzerlegbar.
Beweis. Hausaufgabe. O

Beispiel 1.16. In einem Polynomring K[X] iiber einem Kérper K sind die unzerlegbaren Ele-
mente genau die Polynome, die sich nicht als Produkt von zwei Polynomen echt kleineren Grades
zerlegen lassen; siehe auch (XI1.37).

Interessanterweise gilt die Umkehrung des obigen Lemmas nicht, sprich es gibt unzerlegbare
Elemente, die nicht prim sind.

Beispiel 1.17. Betrachte das Element 2 im Integritéitsbereich Z[+/10]. Offenbar ist 2 unzerlegbar
und 2 teilt die Zahl 6 = 16—10 = (44+/10)(4—+/10). Jedoch teilt 2 weder 4++/10 noch 4 —+/10.
Somit ist 2 nicht Prim in Z[v/10].



Wir iiberspringen den Begriff des Hauptidealrings hier und bemerken lediglich, dass euklid-
sche Ringe Beispiele fiir Hauptidealringe sind. Fiir Details, siehe z.B. [MKO08, [SP0S].

Satz 1.18 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Sei R ein Hauptidealring.

1. Die Primelemente in R sind genau die unzerlegbaren Elemente.
2. Jedes 0 # a € R\ R* hat (bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit) eine eindeutige Zerlequng

in ein Produkt nicht notwendig verschiedener Primfaktoren. Fasst man hierin assoziierte
Faktoren zusammen, so erhdlt man eine Zerlegung

a=epyt..plr (1.10)

mit € € R*, v1,...,vy € N und paarweise nicht zueinander assoziierter Primelemente
b1y Pr-

1.4 Unendlichkeit der Primzahlenmenge

Satz 1.19 (Euklid). In N gibt es unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Sei M = {p1,...,pr} C N eine beliebige, endliche Menge von Primzahlen. Dann ist
p1...pr + 1 durch keine der py, ..., p, teilbar. Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik muss es
daher eine weitere Primzahl p ¢ M geben, die py...p, + 1 teilt. O
Beispiel 1.20. p1 =2, po =p1+1=3,p3 =pip2 + 1 =7, pa = p1paps + 1 =43, ...

FEine erste Quantifizierung liefert folgender Satz.

Satz 1.21 (Primzahlsatz von Hadamard und Valée-Poussin). Fir z € (0,00), sei w(x) =
#{p < x: p Primzahl}. Dann gilt

im L&;) =
xl_wo 2/ Tog () 1. (1.11)

Die Richtigkeit der folgenden Vermutung ist dquivalent zur Riemannschen Vermutung, eine
der sieben “Millenium Problems” des Clay-Instituts.

Vermutung 1.22. Es gilt

7(z) = 1i(x) + Op oo (x/?+9) (1.12)
mit dem Dilogarithmus
Todt T T
li(z)= [ 2 =L 1o, (—2—). 1.13
i(@) 5 logt logx + Vo ((log x)2> (1.13)

Weitere offene Fragen:

1. Gibt es unendlich viele “Primzahlzwillinge”, also Paare (p,p’) von Primzahlen p und p’
mit [p —p/| =27

2. Goldbach-Vermutung: Jede gerade Zahl > 2 ist die Summe zweier Primzahlen. (Christian
Goldbach an Leonhard Euler im Jahre 1742)

Eine Abschwichung, die terndre Goldbach-Vermutung, wurde (wohl?) 2013 von Harald
Helfgott [Hell3] bewiesen: jede ungerade Zahl > 5 ist die Summe dreier Primzahlen. Siehe
auch Wiki

Satz 1.23 (Green—Tao [GTO08]). Sei A eine Teilmenge der Primzahlen, die
lim sup A0 LN

N—o0 m(N)
erfillt. Fiir beliebiges k € N beinhaltet die Menge A dann unendlich viele arithmetische Progres-

stonen der Linge k. Insbesondere beinhaltet die Folge der Primzahlen beliebig lange arithmetische
Progressionen.

>0 (1.14)


https://en.wikipedia.org/wiki/Goldbach%27s_weak_conjecture

2 2. Tutoriumsblatt (3. Mai 2022)

2.1 Minimalpolynom und Satz von Cayley—Hamilton

Wir starten mit dem Minimalpolynom und dem Satz von Cayley-Hamilton aus der Vorle-
sung.



Kapitel X. Das Minimalpolynom und
der Satz von Cayley-Hamilton

X. Das Minimalpolynom und
der Satz von Cayley-Hamilton

In diesem Kapitel betrachten wir einen Vektorraum X endlicher Dimension N = dim(X) <
oo iiber einem Korper F und einen Endomorphismus ® € £(X). Wir untersuchen Poly-
nome f € Flz] in ®, d.h. fiir f = ap + a1z + apx® + ... + agr’ definieren wir

f(®) = apg+a1®+ ay®® + ...+ agd”, (X.1)

wobei ®* = d o P o--- o d die k-fache Iteration der Abbildung ® notiert.

X.1. Das Minimalpolynom

Als erstes stellen wir fest, dass es Polynome f € F[z] \ {0} gibt, sodass f(®) = 0 die
Nullabbildung ist. Der Vektorraum £(X) der Endomorphismen auf X hat nédmlich die
Dimension

dim [£(X)] = [dim(X)]* = N2 (X.2)
Daher ist die (N? + 1)-elementige Menge
{1, @, ¥2,..., o™} C £(X) (X.3)
linear abhéngig, und es gibt eine nichttriviale Linearkombination mit
F(®) = ag+m®+ a®® + ... + a0V = 0. (X.4)

Definition X.1. Seien X ein F-Vektorraum der Dimension dim(X) = N € N, & ¢
L(X)\ {0} ein Endomorphismus auf X und

F = {fe€Fz]\ {0} ]| f(®) =0} (X.5)
Ist u € F von kleinstem Grad und normiert,

Mf
VfeF: deg(f)>deg(n), p = Bra™ + M, (X.6)

m=0

=

so heifit 4 Minimalpolynom (von ®).
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Kapitel X. Das Minimalpolynom und
der Satz von Cayley-Hamilton

Bemerkungen und Beispiele.

e Wegen (X.4) ist F # 0 und deg(p) < N2

Lemma X.2. Sind u € F ein Minimalpolynom von ® € L(X)\ {0} und f € F, so wird
f von u geteilt. Insbesondere ist das Minimalpolynom von ® eindeutiq.

Beweis. Seien p, f € F und p ein Minimalpolynom von ®. Weil F[z]| euklidsch ist, gibt
es q,r € F[z] mit r = 0 oder deg(r) < deg(u) so, dass f = ¢ - pu + r. Damit ist

@) = f(D)—q(®) - (@) = 0. (X.7)

Wire r # 0, so wire r € F, was wegen der Minimalitdt des Grads deg(u) > deg(r)
unmoglich ist. Also ist 7 = 0 bzw. f =q - p.

Die Eindeutigkeit des Minimalpolynoms folgt nun leicht aus pl|f, fir alle Minimalpoly-
nome [, ft € F. O]

X.2. Der Satz von Cayley-Hamilton

Der nun folgende Satz von Cayley-Hamilton behauptet, dass das charakteristische Poly-
nom von ¢ ein Element von F ist. Zu seiner Formulierung erinnern wir an die Definition
des charakteristischen Polynoms

X(A) = det [A—X-1] (X.8)
eines Endomorphismus ® € £(X), wobei A (irgend-)eine Matrixdarstellung von & ist.

Satz X.3 (Cayley-Hamilton). Sind X ein F-Vektorraum der Dimension dim(X) = N €
N, & € L(X) ein Endomorphismus auf X und x € F[z| das charakteristische Polynom,
so ist x € F, d.h.

x(®) = 0. (X.9)

Beweis. Es reicht, y[A] = 0 fiir eine Matrixdarstellung A € My (F) von ¢ € L(X)
zu zeigen. Nach Satz VL.7 ist
G-GL

minor

= det[G] - 1, (X.10)

fiir jede N x N-Matrix G € My« n(IF), wobei Ginor die zugehorige Minorenmatrix ist.
Deren Matrixelemente sind gerade die Determinanten der (N — 1) x (N — 1)-Matrizen,
die durch Streichung einer Spalte und einer Zeile aus G hervorgehen; genauer gilt mit

G= (gi’j)i‘szl, dass

g1 - g1,5-1 915+1 - g1,N
G — (—1)" . et gi-11 ' Gi-1j5-1 Gi-145+1 - Gi-1,N (X 11
( m nor)w (=1) Gi+11 0 Giv15-1 Gi+15+1  Gi41 N ( )
| \gn1 9gNj-1  gNg+1 ' GNN /|
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Kapitel X. Das Minimalpolynom und
der Satz von Cayley-Hamilton

Dabei wird ein Diagonalelement aus G gestrichen, falls ¢ = j, und fiir ¢ # 7 werden sogar
zwei Diagonalelemente aus GG gestrichen. Jedenfalls wird mindestens ein Diagonalelement
aus GG gestrichen, und deshalb ist

(A=X-1)L = By+ BA+ B\ +...+ By AV (X.12)

minor

fiir geeignet gewdhlte Matrizen By, By,...,By-1 € Muyxn(F). Nach (X.10) gilt mit
Y(A) = ag + A+ ...+ ayAY also, dass

a1 + ah-1 +...+ayAV -1 = x(\) -1 = det [A—)\-]l} -1
= (A= A1) (By+BiA+ B A+ ...+ By 1 AN71) (X.13)
= ABy+ MAB; — By) + N*(ABy — B)) + ... + AN Y (ABy_1 — By_2) — AV By _1.

Durch Koeffizientenvergleich gewinnen wir daraus, dass

Qp - 1 =A 13()7 (X14)
a1 = ABI — By = o A = A2 B; — ABO, (X15)
a1 = ABy — Bi = - A*> = A°By, — A’ By, (X.16)

N_1 -1 = ABN_l - BN_2 == aN_1 'AN_I = AN BN_1 - AN_l BN_Q, (X].?)
ay-1 = —By_ = QN'AN = —ANBN_l. (X18)

Die Behauptung erhalten wir nun durch Addition der rechten Gleichungen in (X.14)-
(X.18),

X(A) =ap-1 + A + ... +ayAY

= ABy + (A’B; — ABy) + (A’By — A’By) + (X.19)
..+ (A¥By_1 — AV 'By_y) — AVNBy_y

= 0.
[l

Korollar X.4. Ist u € Flx] das Minimalpolynom eines Endomorphismus’ ® € L£(X) \
{0} eines F-Vektorraums X der Dimension dim(X) = N € IN, so teilt u das charakte-
ristische Polynom x € F[z] von ® und es gilt

deg(u) < N. (X.20)
Bemerkungen und Beispiele.
e Sind die Eigenwerte Ai,..., Ay € I von ® -also die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms- paarweise verschieden, d.h. gilt A\; # A; falls ¢ # j, so ist

X = =N = A)--- (A = A). (X.21)
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Kapitel X. Das Minimalpolynom und
der Satz von Cayley-Hamilton

Auflerdem ist ® diagonalisierbar, denn die zugehorigen Eigenvektoren o7, ..., Uy €
X\ {0}, ®0; = A\;7;, bilden eine Basis.

Seien nun n € ZY und f € F, also f(®) = 0 und deg(f) > 1 (letzteres wegen
® # 0). Dann gibt es g € Flz] und o € F so, dass

fO) = g - =N+« (X.22)
Damit ist
at, = f(®)T, —g(®)- A\, — D)7, = 0 (X.23)

und wegen 7, # 0 ist a = 0, d.h. A, — X teilt f.

Da dies fiir jedes n € Z¥ gilt, folgt, dass x jedes Polynom in F teilt — auch das
Minimalpolynom. Deshalb ist in diesem Fall

B = D= M)A =A) (A= Ay) = (DY x(N).  (X.24)

e Es kann aber auch das umgekehrte Extrem auftreten: Ist & = 7 die Identitéts-
abbildung, so gelten offensichtlich

xA) = 1=, u)) = 1=\ (X.25)

e Die konkrete Berechnung des Minimalpolynoms behandeln wir in den Ubungen.

X.3. Invariante Unterrdume und irreduzible
Polynome

Definition X.5. Sei ® € £(X) ein Endomorphismus eines F-Vektorraums X. Ein Un-
terraum U C X heifit invariant unter ® oder einfach ®-invariant

= BU) C U (X.26)

Bemerkungen und Beispiele.

e Ist ¥ € X \ {0} ein Eigenvektor von ® zum Eigenwert A\ € F, &7 = A7, so ist
F . ¥ C X offensichtlich ®-invariant.

o Allgemeiner ist fiir f € F[z] auch Ker[f(®)] € X ®-invariant, denn fiir f, g € F|z]
kommutieren die Endomorphismen f(®) und g(®) € £(X), da mit f = ap+ oz +
tayr™und g = By + fix + ...+ Brat

K
/(@ =2
k=

1

e @ = g(@) - f(). (X.27)

Mm

~
Il
-

Fir Z € Ker[f(®)] ist also f(P)(PZ) = ¢[f(P)Z] = 0, d.h. auch && € Ker[f(P)].
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2.1.1 Anwendung: Analytische Funktionen von Matrizen

Seien A € C"*" und f : C — C eine analytische Funktion mit Laurent-Reihe

f(z) = Z apx” . (2.1)

k>0

Sei ¢ € C[X] ein Quotientenpolynom und r € C[X] das Restpolynom in der Polynomdivision

f(@) = q(z)xa(z) +r(z), (2.2)
wobei deg(r) < deg(x4) = n. Mit Cayley-Hamilton kénnen wir f(A) vereinfachen und erhalten
f(A) = q(A)xa(A) +r(4) = r(4). (2.3)

Um diese Konsequenz auszunutzen, bestimmen wir nun die Koeffizienten von r(z). Angenom-
men, das Restpolynom sei von der Gestalt

r(x) = ch:):k. (2.4)

Wenn {\;}7_; C C die Eigenwerte von A bezeichnen, so folgt aus xa(A;) = 0, dass

n—1

FOy) =r(0) = M, je{l,2,..,n}. (2.5)

k=0

Wenn alle Eigenwerte einfach sind, erhélt man n Gleichungen, wodurch die Koeffizienten cy, ..., ¢,—1
eindeutig bestimmt werden koénnen. Sollte der Eigenwert \; algebraische Vielfachheit m > 1 ha-
ben, so kann obiges Gleichungssystem nicht mehr eindeutig gelost werden, da es m gleiche (also
insbesondere linear abhingige) Gleichungen gibt. Jedoch verschwinden gleichzeitig die ersten
m — 1 Ableitungen von xa(z) bei = A;. Dies fithrt auf m — 1 weitere linear unabhéngige
Gleichungen

dzf(a:)‘ B d'r(x)

dI.Z T=Nj - dxf ‘33:)\1- 3 .7 = 1,2, ey, M — 1. (26)

So erhélt man wieder n Gleichungen fiir die Koeffizienten cy, ..., ¢,—1 des Restpolynoms r(zx).

Beispiel 2.1. Sei A = L 2). Unser Ziel ist es, f(A) = ¢4 zu finden. Wir haben x4(z) =

0 3
(x — 1)(z — 3), sprich die Eigenwerte sind A\; = 1 und Ay = 3. Sei r(x) = ¢p + c12. Mit obigem
Verfahren sind ¢y, c; durch die Gleichungen

etM —el=cg+eci- M =co+c1

und
ot Iegt:CO+Cl-)\2:Co+3cl

bestimmt. Daraus folgt ¢y = (3e! — €3)/2 und ¢; = (3 — e!)/2. Somit ist

t _ at
etA = 0012 + ClA = <% © e3t ¢ ) . (27)

Ahnlich gelangt man zu Polynomdarstellungen von sin(tA), was als Ubung iiberlassen ist. (Wir
erinnern uns an sin(tA) = (e — e7%4)/(2i).)

Beispiel 2.2. Letztes Semester hatten wir kurz die Erzeuger von Rotationsmatrizen betrachtet.

Sei nun J = <_01 (1]> Dann findet man mit obigem Verfahren in der Tat
ot — ( Co81 sint) _ cos(t) - 1o +sin(t) - J (2.8)
-\ —sint cost) 2 ' '
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2.1.2 Weitere Resultate
Wir notieren nun noch einige weitere Resultate.
Satz 2.3. Ahnliche Matrizen in K™ ™ haben dasselbe Minimalpolynom.

Beweis. Seien A, B € K™ und S € GL(n, K) so, dass B = S~1AS. Seien aufierdem ag, a1, ..., apm_1 €
K so, dass A" 4a;, 1 A™ ... 4ay1 A+ag = 0. (Dies trifft insbesondere fiir das Minimalpolynom
zu.) Dann gilt
B™ 4+ a1 B™" . +a1B+ag=(STTAS)™ + a1 (STTAS)™ L 4 aySTLAS + ag
=S (A" +am 1 A" + o+ a1 A+ag) S=0,

was die Behauptung zeigt. O

Satz 2.4. Seien n € N und V' ein n-dimensionaler K -Vektorraum und f € End(V) ein Endo-
morphismus mit Minimalpolynom py. Fir r € K gilt

r ist ein Bigenwert von f & py(r) =0 (2.9)
Beweis. =: Sei 0 # v € V der zu r gehorende Eigenvektor, sprich f(v) = rv und sei
pr=X"+ ema X" M L+ X +o.

Dann gilt

0= ps(fHv=F@O)" + emrf()" " + .+ erf(v) + cov = py(rv.

Da v # 0, muss pf(r) = 0 sein, wie behauptet.
<= Dies folgt aus der Tatsache, dass iy das charakteristische Polynom xy(A) = [[j_;(Aj =)
teilt. (Hierbei sind A; die Eigenwerte von f gezéhlt geméf algebraischer Vielfachheit.) O

Satz 2.5. Seien n € N und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und f € End(V') ein Endo-
morphismus mit Minimalpolynom py. Dann ist f genau dann diagonalisierbar, wenn sich iy als
pr = (X —ar)...(X — ax) mit paarweise verschiedenen ay, ..., a; € K schreiben lisst.

Beweis. =: Angenommen f sei diagonalisierbar. Dann gibt es eine Basis in V, sodass f die Ma-
trixdarstellung A = diag(ay, ..., a1, ag, ..., az, ..., ag, ..., ax) hat, wobei die (aj)le jeweils geméf
geometrischer Vielfachheit gezéhlt werden. Diese sind nach Satz Nullstellen des Minimalpo-
lynoms puy, sprich pp = (X — a1)...(X — ag) - ¢ fiir ein ¢ € K[X]. Die Behauptung folgt aus
(A—a11,)(A —a2ly)...(A —ail,) = 0.

<: Angenommen p = (X — a)...(X — aj) mit paarweise verschiedenen ay, ...,a; € K. Fiir
1 =1,...,k hat das Polynom

den Grad k — 1 und es gilt

(ar) 0 fur t # 14,
i(ag) =
pilae 1 firt=i.

Daher hat das Polynom ¢ := ¢1+...+¢p héchstens Grad k—1 und es gilt p(a1) = ... = p(ax) = 1.
Da Polynome n-ten Grades héchstens n Nullstellen haben kénnen, muss also ¢ = 1 ein konstantes
Polynom sein. Somit ist

u f—ajid
S — ajldy
dy => ][ —0
i=1j#i " J
Fiir v € V gilt also




Dabei ist jeweils

(f — asidy ) (v7) = Haia‘ (f — aridy ) (f — agidy) = 0,
gAY e

sprich v; € ker(f — a;idy ) fiir alle i = 1, ..., k. Das bedeutet, dass V' die Summe der Eigenrdume
zu den Eigenwerten aq, ..., ax von f ist. Folglich ist f diagonalisierbar. O

Wir erinnern daran, dass ein Korper K algebraisch abgeschlossen heifit, wenn jedes nicht-
konstante Polynom mit Koeffizienten in K eine Nullstelle hat. Aus dem Fundamentalsatz der
Algebra folgt, dass C algebraisch abgeschlossen ist. Dagegen ist R nicht algebraisch abgeschlos-
sen: beispielsweise hat die Gleichung 22 + 1 = 0 keine reelle Losung.

Satz 2.6. Seien K algebraisch abgeschlossen, n € {2,3}, A, B € K™*™. Dann sind A und B ge-
nau dann dhnlich zueinander, wenn sie dasselbe charakteristische Polynom und Minimalpolynom
haben.

Beweis. =: Folgt aus Satz (gleiches Minimalpolynom) und der Tatsache, dass det(A —\) =
det(S71(A — \)S) ist (gleiches charakteristisches Polynom).
<«: Wir unterscheiden zwischen n = 2 und n = 3.

1. n=2: Die Matrix A habe das charakteristische Polynom x4 = (X — a)(X — b) und
das Minimalpolynom g 4. Falls a # b, so ist A &hnlich zu diag(a,b). Falls a = b, so ist

x4 = (X —a)? Falls g = (X — a)?, so ist A dhnlich zu (Clz 2) Falls pg = (X —a), so

ist A #hnlich zu diag(a, a).

2. n.=3: Die Matrix A habe das charakteristische Polynom x4 = (X — a)(X — b)(X — ¢)
und das Minimalpolynom p4. Im Fall |{a,b,c}| = 3 ist A &hnlich zu diag(a,b,c). Sei
nun x4 = (X —a)?(X —b) mit a # b. Im Fall uy = (X — a)?(X —b) ist A dhnlich zu

a 0 0 a 0 0
1 a 0].Im Fall ug = (X —a)(X —b) ist A dhnlich zu |0 a 0 ]. Angenommen
0 0 b 0 0 b
a 0 0
schlieBlich x4 = (X — a)3. Im Fall uq = (X — a)3 ist A dhnlich zu {1 a 0. Im Fall
01 a

a
pa = (X —a)? ist A #hnlich zu |1 . Im Fall pg = (X — a) ist A dhnlich zu
0

o 2 O
* O O

O O
o 2 O
QOO

2.2 Aufgaben
Aufgabe 2.1. Seien A, Ay, Az € R3*3 gegeben durch

2 1 1 2 4 -2 100
Ai=(-6 3 3], 4=|0 -4 3|, 4=[0 21
2 -1 -1 -3 -7 4 00 2

Ermitteln Sie die Minimalpolynome der Matrizen A;, As, As.

Aufgabe 2.2. Geben Sie jeweils eine R3*3-Matrix an, welche die angegebenen charakteristischen
Polynome und Minimalpolynome besitzt.
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1. xa=—-X3und pa € {X, X2 X3}.
2. xg= (X —1)3(X —3) und pup € {(X — 1)(X —3),(X —1)*(X - 3)}.

Aufgabe 2.3. Beweise oder widerlege: Je zwei n x n-Matrizen iiber K mit demselben Minimal-
polynom sind dhnlich.

Die folgende Aufgabe eignet sich fiir spéter, wenn wir die Jordansche Normalform besprechen.
Aufgabe 2.4. Beweise oder widerlege:

1. Je zwei n x n-Matrizen {iber K mit demselben Minimalpolynom und demselben charakte-
ristischen Polynom sind &hnlich.

2. Je zwei n x n-Matrizen iiber K mit demselben demselben charakteristischen Polynom, wel-
ches auerdem keine mehrfachen irreduziblen Faktoren hat, sind dhnlich. (Zur Erinnerung:
Ein Polynom f € K[X] heifit irreduzibel genau dann, wenn alle Teiler von f entweder Grad
Null oder deg(f) haben.)

2.3 Losungen

Lésung 2.1. Die charakteristischen Polynome der Matrizen sind x4, = —X3, x4, = —(X —
2)(X —1)(X +1) und x4, = —(X — 1)(X — 2)2. Offenbar ist schon p4, = x4, (siehe Vorlesung
nach Korollar XI1.4). Um g4, zu bestimmen, beobachten wir, dass zwar A; # 0, aber A? =0
ist. Somit ist g4, = X2. Schliefllich bestimmen wir p4, € {(X — 1)(X —2), (X — 1)(X — 2)%}.

0 00
Man findet (43 —1)(A43—2)= [0 0 1], womit pa, = (X — 1)(X — 2)? sein muss.
0 00
Loésung 2.2. 1. Ansatz: Mache die zu Null gehtérenden Eigenrdume immer kleiner durch

Vergroflern des Ranges.
A=0hat ys =—X3und puy = X.

000

Die Matrix A= [0 0 1| hat wieder x4 = —X?3, aber uyq = X2
000
010

Die Matrix A= [0 0 1| hat wieder y4 = —X3, aber pus = X?3.
0 00

2. Nach Satz ist B im Falle up = (X — 1)(X — 3) diagonalisierbar. Wir konnen also
bspw. B = diag(1,1,3) wéhlen. Durch Verkleinern des zu 1 gehérenden Eigenraums, wie

110
B= |0 1 0] erreichen wir ug = (X —1)%(X — 3) = x5.
00 3

Loésung 2.3. Die komplexen Matrizen

1 00 1 00
A=10 1 0 und B=1[0 2 0
0 0 2 0 0 2

—~
o
I

besitzen beide das Minimalpolynom (X —1)(X — 2). Da aber det(A) = 2 # det(B) = 4, kénnen

sie nicht &hnlich zueinander sein.
Loésung 2.4. 1. Die komplexen Matrizen

11 1

und B = 1

13



haben beide charakteristisches Polynom X® und Minimalpolynom X3. Da sie aber unter-
schiedliche Jordan-Normalformen haben, kénnen sie nicht &hnlich zueinander sein.

. Sei A eine Matrix mit einem charakteristischen Polynom, welches keine mehrfachen irre-
duziblen Faktoren besitzt. In der Jordanschen Normalform von A ist der Jordanblock zu
jedem irreduziblen Faktor p(X) von x4(X) gleich der Begleitmatrix von p(X). Somit ist
die Jordansche Normalform von A durch y4(X) eindeutig bestimmt. Insbesondere haben
also zwei Matrizen von dieser Form dieselbe Jordansche Normalform, sind also &hnlich.
Also gilt die Aussage.
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3 3. Tutoriumsblatt (12. Mai 2022)

3.1 Aufgaben
Aufgabe 3.1. Seien Ay, Ay, A3 € R3*3 gegeben durch

> 4 Lo o Lo0

A1:O—43,A2:0217A3:
-3 -7 4 00 2 000 -1
001 0

(a) Ermitteln Sie die Minimalpolynome der Matrizen A, A, As.

Hinweise zur Bestimmung von p,:

(a) Erinnern Sie sich an die Determinantenformel
A B
det K?2nXx2n <C D) = det KH(AD - CB)

fir K272 Blockmatrizen mit A, B,C,D € K™ ™. Diese wurde bspw. in Aufgabe
9.2.(b) des Tutoriumblatts vom WS 21/22 bewiesen.

(b) Erinnern Sie sich an Satz XII.9 und Korollar XI.12 der Vorlesung: Das Minimalpo-
lynom eines Endomorphismus iiber einem n-dimensionalen K-Vektorraum zerfallt be-
kanntermaflen eindeutig in ein Produkt von normierten, irreduziblen und paarweise
teilerfremden Polynome

p(z) = pit () - p3* () - oo gl ()
mit s1 + ... + sg < n.
(b) Bestimmen Sie, ob A1, Ay, A3 diagonalisierbar sind.
(c) Bestimmen Sie, ob A, Ag, Az invertierbar sind.

(d) In der Hausaufgabe werden Sie zeigen, dass fiir A € GL(n, K) gilt, dass

1
Al = - (A"t a1 A2+ Lt ay)
0

Hierbei sind ag, ..., @, 1 die Koeffizienten des Minimalpolynoms pa(x) = 2™ + @y 12™ ! +
..taix+ag mit m <n.

Sofern A; invertierbar ist, bestimmen Sie damit die Matrizen A;l.

Aufgabe 3.2. Sei K ein Korper und definiere K[X]<, := {f € K[X]: deg(f) < n}. Zusammen
mit der {iblichen Addition und skalaren Multiplikation ist K[X]<, ein K-Vektorraum. Dieser
Vektorraum kann bspw. mit der Monombasis B := {1, X, X2, ..., X"} ausgestattet werden.

Fiir K = Q betrachten wir die Abbildungen

2 2
1 : QX]<2 = Q[X]<2, Zajxj — Zjajxj_l (formale Ableitung)
j=0 j=1
p2:QX]<2 = QX]<2, = f(O) + [F(1) = F(=D]x + [F(1) + f(=1)]2*.
a) Bestimmen Sie die Matrixdarstellungen der ¢; bzgl. der Monombasis B.

)
b) Berechnen Sie die charakteristischen Polynome x,.
c¢) Berechnen Sie die Minimalpolynome ;.

)

(
(
(
(d) Entscheiden Sie auf Basis von (c), ob die ¢; diagonalisierbar sind.

Bonus: Geben Sie eine Basis B’ von zugehérigen Eigenvektoren an, in der die Matrixdar-
stellung von ¢; diagonal ist.

(e) Entscheiden Sie auf Basis von (b), ob ¢; invertierbar sind. Berechnen Sie wie in (d) von
Aufgabe die Inverse gp}l, sofern sie existiert.
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3.2 Losungen

Losung 3.1. (a) Die charakteristischen Polynome der Matrizen sind x4, = —(X — 2)(X —
1)(X + 1) und x4, = —(X — 1)(X — 2)2. SchlieBlich berechnen wir y 4, und erhalten

1—= 0 0 0

0 1—x O 0 1—=x 0 —x -1
@ =dee | o e 00 O e |17 0 ) (0 2]

0 0 1 —xz
o 1—=2x 0 —x -1 o . 2, 92
—det< 0 1—x> det<1 _x>—(a: Dz +1).

Wir bestimmen nun die Minimalpolynome. Offenbar ist schon

:U’Al - XA1 9
siehe auch die Bemerkungen nach Korollar XII.4 der Vorlesung. Weiter haben wir pa4, €
000
{(X —1)(X —2),(X —1)(X —2)?}. Man findet (42 —1)(A42—2)= {0 0 1], womit
000

a, = (X — 1)(X —2)°.

Schliefllich bestimmen wir jz4,. Dazu beobachten wir zunichst, dass (X2 + 1) € R[X] irre-
duzibel ist. (Wir erinnern, dass f € K[X] per Definition genau dann irreduzibel ist, wenn
fiir alle h € K[X], die f teilen gilt, dass deg[h(x)] = 0, oder deglh(x)] = deg[f(z)].) Seien
also g, h € R[X] so, dass X2+1 = g-h. Offenbar ist 2 = deg(g) + deg(h). Per Definition von
Irreduzibilitit geniigt es zu zeigen, dass deg(g) = deg(h) = 1 nicht wahr sein kann. In dem
Fall wéiren g und h Linearfaktoren, d.h. g und h haben insbesondere reelle Nullstellen. Das
wiirde aber bedeuten, dass auch ¢ - h = X2 + 1 reelle Nullstellen hitte, was aber offenbar
nicht wahr ist. Somit ist X? + 1 irreduzibel.

Es verbleibt zu untersuchen, ob 4, gleich (z — 1)?(x? + 1) oder (z — 1)}(2% + 1) ist. Man

rechnet
2 0 00 00 0 O
9 n_|0 200 00 0 01| _
A+ D=1 =146 ¢ o]l oo -1 -1]=%
00 0O 00 1 -1
womit wir

pas () = (z = 1)(2* +1)

gefunden haben.
(b) Wir verwenden Satz

e A, diagonalisierbar, da p4, in Linearfaktoren mit einfachen Nullstellen zerfillt.

o Zwar zerfillt auch p 4, in Linearfaktoren, doch mindestens einer dieser Linearfaktoren
hat eine doppelte Nullstelle. Somit ist As nicht diagonalisierbar.

e Aj ist nicht diagonalisierbar, da p4, nicht in Linearfaktoren zerfallt.
(c) Alle A; sind invertierbar, denn x4, (z = 0) = det(A;) # 0.

(d) Fiir ein Minimalpolynom f4(z) = 2™ 4 am—123™" + ... + a12 + ag schreiben wir py(z) =
_% (2™ + am—12™ % 4+ ... + a1). Somit erhalten wir
3 2 1, 1
1 5
pa,(x) =2® —52° +8x—4 = pa,(z)= Z$27Z$+2

pag(x) =2 -2+ -1 = pao)=2—z+1
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Einsetzen liefert

—-5/2 1 -2 1 0 0 (1)(1) 8 8

Aft=19/2 -1 3|, At=(0 1/2 —1/4|, A;'= 00 o0 1
6 —1 4 0 0 1/2

00 —1 0

Losung 3.2. (a) Es sind ¢1(1) = 0, p1(x) = 1 und ¢;(2?) = 2z sowie pa(1) = 1+ 222,

@o(z) = 22 und po(2?) = 222, Somit sind

010
MB(SDI) = 0 0 2 und MB((pg) =
0 0O

N O =
o N O
N OO

Matrixdarstellungen der ¢; in der Monombasis B.

Man rechnet

Xen (2) = 27,

Xea (@) = (2 = 1)(z = 2)%.

Mégliche Minimalpolynome ., sind in der Menge {27 : j =1,2,3} enthalten. Man rechnet,
dass sowohl Mp(p1) # 0 als auch Mp(p1)? # 0. Somit ist pg, () = 23.

Mégliche Minimalpolynome fi,, sind in der Menge {(x—1)(z—2), (x—1)(z —2)*} enthalten.
Man rechnet, dass (Mp(p2) — 1) - (MB(p2) —2) = 0. Somit ist ji,,(z) = (x — 1)(z — 2).

Zwar zerfallt p,, in Linearfaktoren, doch sind die Potenzen nicht alle eins. Im Gegenteil,
e, hat eine dreifache Nullstelle. Somit ist ji,, nicht diagonalisierbar iiber Q.

Das Minimalpolynom i, zerfillt in Linearfaktoren mit einfacher Potenz. Somit ist ¢o dia-
gonalisierbar. Die Eigenwerte konnen sofort zu Ay = 1 und Ay = 2 abgelesen werden. Der
(bis auf Normierung eindeutige) zu A\; = 1 gehorende Eigenvektor ist w; = (—1,0,2)7.
Die zu Ay = 2 gehorenden Eigenvektoren sind wo = (0,1,0)7 und w3 = (0,0,1)”. Sei
S := (w1, wa,w3) € Q3*3. Dann ist S~! = S und in der Basis B’ = {wy, ws, w3} ist somit

Mp/(p2) = S~ ' Mp(p2)S =

S O =
N OO

0
2
0
Da xo, (x = 0) = det(p1) = 0, ist ¢1 nicht invertierbar.

Da det(¢p2) # 0, ist 9 invertierbar. Geméaf Teil (d) von Aufgabeund Ly (T) = 22 —32+42,
ist die Inverse durch das Polynom —%x + %, also

1 0 0
Mp(p)™t=10 1/2 0
-1 0 1/2

gegeben.
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4 4. Tutoriumsblatt (17. Mai 2022)

4.1 Diagonalisierbarkeit

Seien K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und F' € End(V') ein Endomorphis-
mus mit Eigenwerten {)\j }le C K und k£ < n. Der zu A € K gehorende Figenraum ist

Eig(F;A\) :={veV: Fv= XM} =ker(F—\). (4.1)
Offenbar ist Eig(F; ) \ {0} die Menge der zu A gehérenden Eigenvektoren.

Lemma 4.1. Seien vy, ..., vy, Figenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten Ai, ..., Apy.
Dann sind die vy, ..., vy, linear unabhdngig. Insbesondere ist m < dim(V') = n.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber m. Der Fall m = 1 ist wegen v; # 0 klar.
Angenommen, die Aussage sei fiir m — 1 wahr und es gelte

m
E ozjvj =0.
Jj=1

Darauf konnen wir einerseits F' anwenden und andererseits mit A; multiplizieren. Dies ergibt
die Gleichungen

m
Z aj)\jvj =0
7j=1

m
)\1 Z ajvj =0.
j=1

Zieht man diese voneinander ab, erhilt man
m
Zaj(/\j - )\1)1}j =0.
j=2

Per Induktionsannahme sind die vs, ..., vy, linear unabhéngig. Daraus folgt, dass a;j(Aj — A1) =0
fir alle j = 2,...,m. Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, miissen «; = 0 fiir alle
J =2,...,msein. Setzt man dies in Z;":l ajvj = 0 ein, folgt auch oy = 0, also a1 = ... = a;, = 0.
Somit sind die vy, ..., v, linear unabhéngig voneinander. O

Aus dem Lemma folgt unmittelbar
Korollar 4.2. Sind Ai, A2 € K verschieden, so ist Eig(F'; \1) N Eig(F; A2) = {0}.

Wir erinnern daran, dass ein Endomorphismus genau dann diagonalisierbar ist, wenn die
Eigenvektoren von F' eine Basis von V bilden.

Satz 4.3. Sei F' € End(V'). Dann gelten folgende Aussagen.

1. Ist F' diagonalisierbar mit nicht notwendigerweise paarweise verschiedenen FEigenwerten
ALy ooy An, SO zerfallt xp(x) = H?zl()\j — x) in Linearfaktoren.

2. Ist xr(v) = [}, (\j — ) mit paarweise verschiedenen A1, ..., A, € K, so ist F diagonali-
sierbar.

Beweis. 1. Folgt unmittelbar aus der Invarianz der Determinante unter Ahnlichkeitstransformationen.

2. Folgt aus der Tatsache, dass Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig
sind.
O

18



Oft sind die Eigenwerte von F' € End(V') entartet. Genauer haben wir folgende Notation.

Definition 4.4. Sei F' € End(V') mit charakteristischem Polynom xp(x) = H?:l()‘j — )" und
paarweise verschiedenen {\; };?:1 und 7; € N.

1. Die Zahl mg4(\;) := dimker(F — ;) heifit geometrische Entartung/Vielfachheit des Eigen-
werts Aj.

2. Die Zahl mq();) := r; heifit algebraische Entartung/Vielfachheit des Eigenwerts ;.
Korollar 4.5. Sei F' € End(V') und X ein Eigenwert. Dann gilt 1 < mg(X) < mg ().

Beweis. Sei vy, ...,vs eine Basis von Eig(F,\). Dann ist 1 < mgy(\) offenbar. Wir ergénzen
v1, ..., Us NUN zu einer Basis
B = {1, ..., Ugy Vs g1y ooy Un }

von V. Sei A € K™*" die Matrixdarstellung von F' in der Basis B. Dann haben wir offenbar

DN PR
S )
fiir ein A’ € K(=9)*("=5)  Aus dem Késtchensatz (Satz VIIL1) folgt xr(z) = (A — 2)% - xa(2)
und daher insbesondere mgy(A) = s < mqg (). O
Satz 4.6. Sei F' € End(V'). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

1. F ist diagonalisierbar.

2. (a) Das charakteristische Polynom xp zerfdllt in Linearfaktoren und
(b) mg(X) = mq(X) fiir alle Eigenwerte A € K von F.

3. Sind A\, ..., A\, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von F, so gilt

k

V = D Eig(F, ) (4.2)
j=1

Zum Beweis des Satzes erinnern wir an die Definition der direkten Summe. Es gilt

genau dann, wenn
k
L V=3 W;und
2. von Null verschiedene Vektoren w; € Wj (j = 1, ..., k) linear unabhéngig voneinander sind.

Wichtig: Fiir £ > 2 darf die zweite Bedingung nicht durch
Wlﬂ...ﬂWk:{O} oder WjﬂWg:{O}, Vj#£L

ersetzt werden!
Weiter gilt folgendes Lemma. (Siehe z.B. Satz 1.6.4 in [Fis05].)

Lemma 4.7. Fiir Untervektorriume Wy, ..., Wy, eines endlichdimensionalen VektorraumsV sind
folgende Aussagen dquivalent.

1LV=@,w
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2. Ist fiir jedes j € {1,...,k} eine Basis {Uj(-l), ...,UJ(-Tj)} von Wj gegeben, so ist

PO I VI O S O

yoey Up ey U
eine Basis von V.
3.V =" Wi und dim(V) = Y5, dim(W;).

Beweis von Satz[{.0 (1) = (2): Sei F diagonalisierbar. Wir ordnen die Basis von V der zu-
gehorigen Figenvektoren entsprechend den verschiedenen Eigenwerten \j, ..., Ak, sprich, wir be-
trachten fiir j = 1, ..., k die Basis

{v§1),...,v§sj)} von Eig(F, ;).

Insbesondere gilt Zl?zl sj = n. Da F diagonalisierbar ist, zerféllt xp(x) = H?:l()‘j — )" mit
2?21 ri=mn (Satz und 7 > s; (Korollar fiir alle j = 1,..., k. Daraus und n = 2?21 sj =
2?21 r; folgt aber, dass s; = r; sein muss.

(2) = (3): Sei W := Z§:1 Eig(F, \j). Nach Lemma und der Definition der direkten
Summe folgt W = @?:1 Eig(F, ;). Deshalb folgt aus (1) < (3) in Lemma dass dim(W) =
Z§:1 dim(Eig(F, \;)) = Z?:l rj = n. Somit muss W =V sein.

(3) = (1): Fiir jedes j = 1,...,k sel Bj := {U](-l),...,vj(-sj)} eine Basis von Eig(F, \;). Dank
(1) & (2) in Lemma folgt, dass B := {vgl), ...,vfl), ...,v]gl), ...,v](:’“)} eine Basis von V ist.
Da sie nach Definition aus Eigenvektoren von F' besteht, ist F' (per Definition) diagonalisierbar.
Insbesondere ist s; = r; fiir alle j = 1,..., k und wir haben

ML, 0 0
Mp(F) = 0 )\?LQ 0

0 Al
m

Bemerkung 4.8. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, sprich jedes nicht-konstante Po-
lynom mit Koeffizienten in K hat eine Nullstelle. Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt,
dass C algebraisch abgeschlossen ist. Dann sehen wir, dass F' € End(V') genau dann diagonali-
sierbar ist, wenn

k
ng()‘j> =n.
j=1

Bemerkung 4.9. Rezept zur Diagonalisierung von F' € End(V):

1. Berechne xp(z). Falls xz nicht in Linearfaktoren zerfillt, so kann F' nicht diagonalisiert
werden.

2. Bestimme eine Basis von Eig(F, A) fiir alle Eigenwerte A € K von F'. Wenn mgy () = mq()
fiir alle A gilt, so ist F' diagonalisierbar.

Beispiel 4.10. Betrachte

0 -1 1
A=|-3 —2 3| eRr®*3
-2 -2 3

mit xa(z) = (1 — 2)%(1 + ). Also sind \; = 1 und Ay = —1 die Eigenwerte. Man findet, dass
{(1,0,1)7,(0,1,1)T} eine Basis von Eig(A4,1) und {(1,3,2)’} eine Basis von Eig(4,—1) ist.
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Somit ist B = {(1,0,1)7,(0,1,1)7,(1,3,2)T} eine Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren
von A. Schreibt man

1 0 1
S=10 1 3
1 1 2
so findet man in der Tat diag(1,1,—1) = S~!1AS.

4.2 Trigonalisierbarkeit

In Satz haben wir gesehen, dass ein Endomorphismus F' € End(V') genau dann diagonali-
sierbar ist, wenn

1. xr(z) in Linearfaktoren zerfillt und
2. die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte iibereinstimmen.

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Fall, in dem zwar (1), jedoch nicht (2) erfiillt ist.
Wir werden sehen, dass wir in diesem Fall ' immerhin noch auf obere Dreiecksform bringen
konnen. Dieses Verfahren bezeichnet man als Trigonalisierung.

Wir erinnern zunichst an den Begriff des invarianten Unterraums. Ist F' € End(V) ein
Endomorphismus, so heifit ein Unterraum W C V invariant, falls F(W) C .

Beispiel 4.11. e Die trivialen Unterrdume W = {0} oder W = V sind fiir alle Endomor-
phismen invariant.

e Sei F' diagonalisierbar mit Eigenwerten Ai,...,A\; € K. Dann sind Eig(F, );) invariante,
mg(Aj) = mq(Aj)-dimensionale Unterrdume.

Lemma 4.12. Ist W C V ein F-invarianter Unterraum, so ist x pjw ein Teiler von xp. (Hierbei
meint F|W die Einschrdinkung von F auf W.)

Beweis. Sei B’ eine Basis von W. Dann ergénzen wir B’ zu einer Basis B von V. Dann ist

Mp (FIW) *
fiir ein A € K=dim(W))x(n=dim(W) ynq es gilt yp(z) = XF|w (7)xa(r) nach dem Késtchensatz.

O]

Definition 4.13. Unter einer Fahne (V;);'_, in einem n-dimensionalen Vektorraum V' versteht
man eine Kette

{0} =VhCWVC---CV,=V (4.3)

von Untervektorrdumen V, mit dim(V;) = r.
Ist F' € End(V), so heifit die Fahne (V;.)!'_; genau dann F-invariant, wenn F'(V,) C V, fiir
aller =0,1,...,n.

Bemerkung 4.14. Man kann sich V als Befestigungspunkt, Vi als Stange, V5 als Tuch, etc. der
Fahne vorstellen.

Mit Hilfe jeder Basis eines Vektorraums kann man viele Fahnen konstruieren. Aber aus der
Existenz einer F-invarianten Fahne folgt insbesondere aus F'(V;) C V7, dass es einen Eigenvektor
geben muss.

Lemma 4.15. Fir F € End(V) sind folgende Aussagen dquivalent.
1. Es gibt eine F-invariante Fahne in V.

2. Es gibt eine Basis B von V, sodass Mp(F') eine obere Dreiecksmatrix ist.
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Ist eine (und damit beide) der Aussagen erfillt, so heifst F' trigonalisierbar.

Beweis. Die Beziehung zwischen Fahne (V;)l_; und Basis B = (vy,...,v,) ist durch V, =
span(vi, ..., v,) fir alle r = 1, ..., n geregelt. O

Definition 4.16. Eine Matrix A € K™*" heifit trigonalisierbar, wenn es S € GL(n, K) gibt,
sodass ST'AS eine obere Dreiecksmatrix ist.

Folgender Satz ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts.

Satz 4.17 (Trigonalisierungssatz). Fiir einen Endomorphismus F' € End(V') eines n-dimensionalen
K-Vektorraums sind folgende Aussagen dquivalent.

1. F ist trigonalisierbar.

2. Das charakteristische Polynom xr(x) = [[;_,(\j — @) zerfdllt in Linearfaktoren mit nicht
notwendigerweise verschiedenen A1, ..., A\, € K.

Korollar 4.18. Ist K algebraisch abgeschlossen (wie z.B. im Falle K = C), so ist jeder Endo-
morphismus F € End(V') in einem endlichdimensionalen Vektorraum V' trigonalisierbar.

Beweis von Satz[{.17. (1) = (2): Folgt aus dem Késtchensatz.

(2) = (1): Wir induzieren iiber n. Fiir n = 0,1 ist nichts zu zeigen. Ist n > 2, so wihle
man einen Eigenvektor v; € V'\ {0} zum Eigenwert \; € K. Diesen ergénzen wir zu einer Basis
B = (v1,ws, ..., wy,) von V. Dann ist

V=VieW mit Vj:=span(vy) und W :=span(ws,...,wy,)
und wir haben

Al a2 - ap

A

mit (A)yx := ar und ¢,k € {2,...,n}. Dann ist V; offenbar F-invariant. Jedoch ist W wegen
der Eintrége aja, ..., a1, noch nicht F-invariant. Fiir w € W kénnen wir F(w) = H(w) + G(w)
mit

H(wj) = ajyu; und  G(wj) = agjws + ... + apjwy, Jj € {2,...,n}

zerlegen, wobei offenbar H : W — V; und G : W — W linear abbilden. Fiir die charakteristischen
Polynome gilt

xr(z) = (A —2) xa(x), also xq(z) =[O —a).
j=2

Wendet man die Induktionsvoraussetzung auf W an, so erhalten wir eine G-invariante Fahne
{0}=Wp W C---CW,1=W.

Wir behaupten nun, dass durch V, := V; + W,_; eine F-invariante Fahne gegeben ist. Erstens
sind die Einbettungen V,_; C Vp mit ¢ € {1,...,n — 1} offenbar. Zweitens gilt fir w € W,_; in
der Tat

F(uv; +w) = Ao + H(w) + G(w) C Vi + W,y
da H(w) € V; und G(w) € W,_; fir w € W,_;. Dies schliefit den Beweis. O

In [Fis05, Abschnitt 4.4.5] findet man ein explizites Rezept zur Trigonalisierung. Dieses
besprechen wir hier jedoch nicht, sondern gehen sofort zur verbesserten Trigonalisierungsmethode
von Jordan. Dazu bendtigen wir zwei vorbereitende Schritte: die Hauptraumzerlegung und das
Mafischneidern einer Basis fiir nilpotente Matrizen.
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4.3 Hauptraumzerlegung

Satz besagt, dass Endomorphismen in K-Vektorrdumen iiber algebraisch abgeschlossenen
Korpern immer trigonalisierbar sind, und, dass die Diagonaleintrage durch die Eigenwerte, also
die Nullstellen der Linearfaktoren des charakteristischen Polynoms gegeben sind. Der Satz besagt
jedoch nichts iiber die Eintrédge oberhalb der Diagonalen. Diese Eintréige sind Gegenstand der
folgenden Untersuchung.

Wir beginnen mit folgenden Beobachtungen zu nilpotenten Endomorphismen. Wir erinnern,
dass F' € End(V) in einem n-dimensionalen K-Vektorraum nilpotent heifit, wenn es k € N gibt,
sodass F* = 0.

Satz 4.19. Sei F' € End(V). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1. F st nilpotent.
2. F4 =0 fiir ein d € {1,...n}.
3. xr(z) = ()"

4. Es gibt eine Basis B von V, sodass

Beweis. (1) = (3): Angenommen es gibt k € N, sodass F* = 0. Dann hat F Null als einzigen
Eigenwert. (Sei dazu A € K ein Eigenwert mit Eigenvektor v € V\{0}. Dann gilt 0 = F*v = \¥v.
Da v # 0 ist, muss A = 0 sein.) Das bedeutet, dass xp(z) = (—z)".

(3) = (2): Wegen Cayley-Hamilton gilt F™ = 0. Somit gibt es d € {1, ...,n}, sodass F'¢ = 0.

(3) = (4): Folgt aus der Tatsache, dass Null der einzige Eigenwert von F' ist und dem
Trigonalisierungssatz [4.1

(4) = (1): Nach dem Kistchensatz folgt x s, (r) (%) = (—2)" = xr(z). Aus Cayley—Hamilton
folgt F™ = 0. O

Im Folgenden sei K stets ein beliebiger Kérper und V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.
Sei F' € End(V') mit

xr(x) = (A —2)™ - (A —2)"™

und paarweise verschiedenen Ay, ..., Ay und r1,...,7; € N. Sind my(\;) = r; fiir alle j =1, ..., k,
so ist F' diagonalisierbar mit V' = @;?:1 Eig(F, A;). Falls der Eigenraum Eig(F, A;) zu klein sein
sollte, also, wenn mgy(A;) < mq(A;), so kann man ihn mit der Beobachtung

Eig(F, \j) = ker(F — \;) C ker((F — X;)™*)) =: Hau(F, \;)
vergrofiern.

Definition 4.20. Sei F' € End(V') mit einem Eigenwert A € K algebraischer Vielfachheit r € N.
Dann bezeichnet man mit

Hau(F,\) :==ker((F —\)") ={veV: (F—Xwv=0 fiir ein r € N} (4.4)
den dazugehorigen Hauptraum oder verallgemeinerten Figenraum.

Fiir trigonalisierbare Matrizen haben wir dann folgendes wichtige Resultat, das die Eigen-
raumzerlegung verallgemeinert.

Satz 4.21 (Hauptraumzerlegung). Sei F' € End(V') und xr(x) = H?Zl()\j — )" mit paarweise
verschiedenen Ai,...,\, € K und r1,...,r, € N. Wir bezeichnen mit V; := Hau(F, \;) den zu \;
gehorenden Hauptraum. Dann gelten folgende Aussagen.
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1. F(V;) C Vj und dim(V;) = r; fir alle j =1, ..., k.
2. V=V
3. F hat eine Zerlequng F' = Fp + Fy mit

(a) Fp ist diagonalisierbar,
(b) Fy ist nilpotent und
(C) FDFN = FNFD.

Beweis. Siehe [Fis05, Abschnitte 4.6.1-4.6.3]. O

Ubersetzt man dies in die Sprache der Matrizen und verwendet, dass jede nilpotente Matrix
in eine strikte obere Dreiecksmatrix transformiert werden kann, so erhilt man

Korollar 4.22. Sei A € K™ mit xa(x) = H§:1()‘j — )" mit paarweise verschiedenen

M,y A € K und 11, ...,7, € N. Dann gibt es S € GL(n, K), sodass

S71AS = = A,

wobei fir j =1,...,k

Aj *
)\jlrj—i-Nj: EKTjXTj.
Aj
Insbesondere ist A = D + N, wobei D = diag(A1, ...; A1, A2y ooy A2, ooy Ay ooy Ai) und N nilpotent
N — N—— N—_——
r1 mal ro mal rr mal
ist mit DN = ND.
25 34 18
Beispiel 4.23. Sei A = | —14 —19 —10| mit ya(z) = (¢t — 1)?(t — 3). Die Eigenwerte
-4 -6 -1

A1 = 1 und A = 3 sind r; = 2- bzw. r9 = 1-fach algebraisch entartet. Man findet (siehe die
Rechnungen in der darauffolgenden Bemerkung), dass rang(A — A\;) = 2 > 1 = rang((4 — \1)?),
was bedeutet, dass Eig(A, A1) = ker(A — A1) C ker((A — \1)?) = Hau(A, \1). Insbesondere ist A
nicht diagonalisierbar. Man findet, dass {(2,0,—1)7, (0,2, —1)T} eine Basis von Hau(4, A;) und
{(=7,4,1)T} eine Basis von Hau(A, \2) = Eig(A, \2) bereitstellt. Schreibt man

2 0 -7
S=10 2 4],
-1 -1 1
so findet man
16 25 0
STlAS=1-9 —14 0
0 0o 3

16 25\ 9
(_9 _14>:1~12—|—N und N“=0.

Schliefilich transformieren wir noch die Basis von Hau(A, A1) so, dass einer der Basisvektoren
zu einem Eigenvektor v zu A\; wird. Dieser hat die Form

v = 06(2, 07 _1)T + 6(()) 27 _1)T .
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Die Bedingung Av = A\jv ergibt 3a+ 558 = 0 < o = —53/3, sprich wir konnen 5 = —3/2 und
somit v = (5, —3,—1)7 wihlen. Damit ist der Basisvektor (0,2, —1)T eliminiert. Schreibt man
die neuen Basisvektoren in

so findet man schlielich

1 6
T'AT =0 1
0 0

w O O

16 25
-9 -14
nalisieren. Ein zu eins gehérender Eigenvektor ist (—5,3)7. Schreiben wir also

Alternativ: Die Matrix < > konnen wir auch mit dem Verfahren aus Abschnitt H trigo-

-5 0 0
Ti=13 1 01,
0 01
so erhalten wir
1 =5 0
T7'S7'ASTi =0 1 0
0 0 3

Nebenrechnungen zu Beispiel

Wir rechnen noch rang(A — \;) = 2 > 1 = rang((A — A\1)?) sowie ker((A4 — \1)?) nach. Wir
haben

24 3 18
A-X\=|-14 =20 -10
-4 -6 =2

und sehen, dass
24 =14a+4b 34=20a+6b 18 = 10a + 2b

z.B. durch ¢ = 2 und b = —1 geltst wird. Das heifit, dass die erste Zeile multipliziert mit minus
eins gleich zwei mal der zweiten minus einmal der dritten Zeile ist. Somit ist rang(A — 1) = 2.
Weiter haben wir

28 28 56
(A=X\)*=|-16 —16 —32
—4 -4 -8

Da die ersten beiden Spalten identisch sind und die dritte Spalte gleich zwei mal der ersten
Spalte ist, folgt rang((A — 1)?) = 1.

Schliefilich bestimmen wir den zweidimensionalen ker((A — A1)?). Da alle Spalten linear
abhéngig voneinander sind, geniigt es

z+y+22=0

zu l6sen. Dies ist ein Gleichungssystem mit einer Gleichung fiir drei Variablen, d.h. wir haben
zwei freie Parameter. Wir kénnen z.B. y = 0 und z = —1 setzen, dann erhalten wir z = 2. Dies
liefert die erste Losung (2,0, —1)7. Wihlen wir 2 = 0 und z = —1, erhalten wir y = 2, was auf
die zweite Losung (0,2, —1)7 fiihrt, welche von der ersten linear unabhingig ist.
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4.4 Jordanisierung nilpotenter Matrizen

Wir mafischneidern nun Basen zu nilpotenten Matrizen. Dazu fithren wir den Jordan-Block

0 1 0

Jr = h h EKka.
S
0 0

Offenbar gilt J¥ = 0. Beachte J; = (0).

Satz 4.24. Sei V ein r-dimensionaler K -Vektorraum, G € End(V') nilpotent und d := min{¢ :
G* = 0}. Dann gibt es eindeutig bestimmite s1, ...,54 € N mit

d-sq+(d—1)sq—1+ ... + 51 =r =dim(V)

und eine Basis B von V', sodass

MB(G) = diag(Jd, ceey Jd, del, ceey del, ceey Jl, ceey Jl) . (45)
—— —— —— ——
sq mal Sq—1 mal s1 mal

Beweis. Siehe [Fis05, Abschnitt 4.6.5]. Das Verfahren wird auch noch in der Vorlesung behandelt.
O

01 3 0 0 2
Beispiel 4.25. Sei B= |0 0 2|.Dannsind B2= |0 0 0| und B3 =0, sprich d =3 in

000 0 00

obiger Notation. Fiir K() := ker(B’) gilt
{0} = K© ¢ KM = span(e;) € K@ = span(eq, e) € K& =R?.

Ziel: Schrittweise V' in eine direkte Summe zerlegen. Wir wihlen zunéchst ein W; = W3 in
V =R3 mit
R =V =KO =K@ aw;.

In diesem Beispiel konnen wir ’ W3 = span(es) ‘Wéhlen. In der Notation von Satz|4.24|ist s3 = 1.

(Damit ist sofort klar, dass sy = s; = 1 sein miissen.)

Um K@ weiter zu zerlegen, verwenden wir die Tatsache B 1KY — KO fiir 1 < /¢ <d.
Insbesondere ist damit BK® C K1 Das bedeutet aber wegen K@ = K@ ¢ W;, dass
BW3 € K® und (wegen KV € K®)) dass BW3 N K = {0}. Somit gibt es eine Zerlegung

RE=K® @Ws; =K oW, ®Ws mit B(Ws) C Wy.
FEine Basis von W5 erhalten wir durch Vektoren in BW3 und moglicherweise ergénzt durch s
weitere Vektoren. Da dim(Ws) = 1 ist | Wy = span{Bes} = span{(3,2,0)7} | der richtige Basis-

vektor von Wj; insbesondere is s3 = 0, da nicht mit anderen Vektoren ergédnzt werden muss.
Schliefllich haben wir die Zerlegung

RE={0}aW,&Wy® W;s.

Eine Basis von W; erhalten wir durch Vektoren in B?W3, erginzt durch Vektoren in BWj und

moglicherweise ergéinzt durch weitere s; Vektoren. Da dim Wy, ist | W1 = span{B?e3} = span{2e;}

der korrekte Basisvektor von Wi; insbesondere ist s; = 0. Schreibt man die Basisvektoren W7,
Wy und W3 in dieser Reihenfolge in

2 30
T=1[(0 2 0},
00 1
so finden wir
010
T'BT=1[(0 0 1
0 0
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4.5 Jordan-Normalform

Durch Kombination der Hauptraumzerlegung und der Mafischneiderung von Basen fiir nilpotente
Matrizen finden wir

Satz 4.26 (Jordan-Normalform). Sei F' € End(V) so, dass xp(z) = H§:1()‘j — )" mit paar-
weise verschiedenen Aq, ..., \p € K. Dann gibt es eine Basis B von V, sodass

:

Mp(F) = ,
,

wobei N; in der Normalform (4.5) geschrieben ist. Ausgeschrieben bedeutet das

A1

)\j]-rj + Nj =

[

0
Aj

Die Nuller rechts neben den A;’s deuten an, wo ein Jordanblock zu Ende ist.

Beweis. Fur j =1, ..., k setzen wir
Vi i=Hau(F, ;) und Gj:=(F—\)ly; .

Wendet man Satz auf G; an, so erhidlt man eine Basis B; von V;. Aus den gefundenen
Basen By, ..., By baut man sich die gesuchte Basis B von V. [

Wir schlieen mit zwei Beobachtungen. Die Teilmatrix, die zum Eigenwert A; gehort, besteht

aus s/ + ...+ s((ij_) vielen Jordanblécken, deren Superdiagonale aus 0, 1, ..., bzw. d; — 1 vielen
Einsern besteht. Der oberste und grofite Jordanblock in A;1,, + N; hat die Grofie d; mit

lgdjgmin{ﬁeN:Nf:O}Srj.

Die Zahl d; ist genau die Potenz, zu der der Linearfaktor (z—A;) im Minimalpolynom vorkommt.
Zweitens ist die Zahl der Jordanblécke gerade die geometrische Multiplizitét.

Satz 4.27. Sei F' € End(V), dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren xp(x) =
H§:1(/\j — x)"k mit paarweise verschiedenen A1, ..., \, € K zerfdllt. Dann gelten folgende Aus-
sagen.

1. Das Minimalpolynom ist pp(x) = [, (z — X%, wobei d; die Grife des grofiten zu \;

j=1
gehdrenden Jordanblocks bezeichnet.

2. Die geometrische Multiplizitit von \; ist gleich der Zahl der zu \; gehdrenden Jordan-
Blocke, also sq; + ... + s1.

Beweis. Siehe [Fis05, Aufgabe 8 in Abschnitt 4.6]. O
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Die zweite Aussage in Satz folgt aus der Tatsache mg(A1y + Ji, A) = 1 fiir einen k x k
Jordan-Block und folgender Beobachtung.

Satz 4.28. Sei F' € End(V) und V = Vi @V, so, dass F(V;) C Vj. (Das heifit es gibt eine Basis
in der F' als Blockdiagonalmatriz dargstellt werden kann.) Dann sind die algebraischen bzw. geo-
metrischen Multiplizititen eines Eigenwerts A € K von F' gleich der Summe der algebraischen
bzw. geometrischen Multiplizititen des Eigenwerts X von Fl|y, und Fly,, sprich

ma(F, )‘) = ma(F|V1))‘) +ma(F‘V27A) und mQ(F7 )‘) = mg(F|V17)‘) +mg(F’V27A) .

In der Matrixsprache bedeutet das, dass die algebraischen bzw. geometrischen Vielfachheiten
der Eigenwerte der Blockdiagonalmatrix A = diag(B,C) gleich der Summe der algebraischen

bzw. geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von B und C' sind, wobei A € Kdim(V)xdim(V)
Bec Jdim(V1)xdim (V1) und C € K dim(V2) xdim(V2)

Beweis. Fir die algebraischen Multiplizititen folgt dies bspw. aus der Matrixdarstellung und
dem Kistchensatz.

Nun zu den geometrischen Multiplizitéiten. Seien E) := Eig(F,\) sowie F; := Fly, fiir
j = 1,2. Dann ist E\ N'V; der zu A gehorende Eigenraum von Fj. Offenbar ist Ey = (E\ N
V1) @ (ExN V). Die Inklusion “O” ist klar; die Inklusion “C” kann wie folgt gezeigt werden. Sei
xz € Ey. DaV =V, @ Vs, konnen wir & = 1 + 29 fiir ; € V; zerlegen. Da F(x) = Az, gilt

Fi(z1) + Fo(x2) = F(x1 + x2) = M1 + x2) = Ay + Az
Da Fj(z;) € Vj und V = V; @ Vi, erhalten wir die Implikation
Fl(xl) + F2($2) = A1 + A1 = Fj(l’j) = )\l’j firj=1,2.

Das zeigt aber gerade, dass x € (E\NV1) @ (E\NV2) und somit Ey = (E\xNVy) & (E\NV2) wie
behauptet. Daraus und Lemma [4.7] folgt schlieBlich

dlm(E)\ N Vl) + dlm(E)\ N ‘/'2) = dlm((E)\ N Vl) D (E)\ N Vg)) = dlm(E)\> .

Die linke Seite ist gerade die Summe der geometrischen Multiplizitdten von A bzgl. der Blocke
Fy und F3, und die rechte Seite ist gerade geometrische Multiplizitidt von A bzgl. F'. Dies schliefit

den Beweis. O
3 4 3
Beispiel 4.29. Betrachte A = | =1 0 —1 | mit ya(z) = (2 — x)3. Wir haben es somit mit
1 2 3
einem einzigen Hauptraum zu tun.
1 4 3 0 2 2
Definiere B=A—-2= -1 -2 —-1|mitB>=(A-2)2=(0 -2 —-2]| und B3 =0
1 2 1 0 2 2

(Cayley—Hamilton). Es sind
KW =ker(B) = span{(1,—-1,1)"} und K® = ker(B?) = span{(1,-1,1)7,(0,-1,1)"}.
Wie in Beispiel haben wir die Zerlegungen

RE=KDawWs =KD aW, oW, ={0} @& W, & W, & Ws

mit ’Wg = span{eg}‘ (womit s3 = 1 und daher wieder s; = s = 0 wegen r = 3 = d - sq4 +

... = 383 + 289 + 51). Als Niichstes sind | Wy = span{Bes} = span{(3, —1,1)7} | und schlieflich

W, = span{B?e3} = span{(2, —2,2)7} | Schreibt man diese Basisvektoren von Wi, Wy und Wi
in dieser Reihenfolge in

2 3 0
T=1-2 -1 0
2 1 1
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erhalt man

T—YAT =

S O N

10
2 1
0 2

Bemerkung 4.30. In Beispiel hatte A nur einen Eigenwert. Hitte A mehrere Eigenwerte,
so miisste zunéchst eine Hauptraumzerlegung durchgefiithrt werden. Anschlieflend miisste obiges
Verfahren fiir jeden Hauptraum individuell durchgefithrt werden. Da der gesamte Raum die
direkte Summe der Hauptriume ist, ergeben die unabhéngig voneinander konstruierten Basen
der Hauptriume zusammen eine Basis der gewiinschten Art des gesamten Raumes.
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5 5. Tutoriumsblatt (24. Mai und 02. Juni 2022)

Im letzten Tutoriumsblatt hatten wir

0 1 0
Jp = EKka.
0 0

eingefiihrt. Um mit der Notation der Vorlesung konsistent zu sein, bezeichnen wir diese Matrix
nun mit Ji und redefinieren

0 0
1 0 0

Jp = EKka.
0O . 1 0

Zur Interpretation (und Verifikation) der Ergebnisse der folgenden Aufgabe:

Die Zahl der zu einem Eigenwert gehorenden Jordanblocke ist gleich der geometrischen
Multiplizitit des Eigenwerts in Frage. (Satz [4.27))

Die GroBe des groBiten Jordanblocks ist gleich dem Exponenten des entsprechenden Line-
arfaktors im Minimalpolynom. (Satz [4.27))

Die Summe der Zahlen aller Jordanblocke einer Grofle d; multipliziert mit ihrer Haufigkeit
ist gleich dem Exponenten des entsprechenden Linearfaktors im charakteristischen Poly-

nom. (Satz [4.24))

Bemerkung 5.1 (Algorithmus zum Jordanisieren). Sei X ein F-Vektorraum mit N = dim(X)
und ® € End(X) nilpotent mit pg(x) = M fiir ein M € {1,..., N}.

1.

2.

Bestimme die K (™) := ker(®™) fiir m = 1, ..., M. Offenbar ist K(M) = X
Fiir m =1, ..., M wihle Y™ so, dass

y® c g®
yOyuyd c g

Basen sind.

Konstruiere Mengen W™ so, dass
WM =M=y uwWM=0 C span(YM-9) re{0,1,..,M —1}

Basen sind. Man beginnt mit der Konstruktion von W) qurch Setzen von W) = y(M )
und fihrt sukzessive mit der Konstruktion von WM =D yw((M=2) = (1) fort,

Die in WD, W@ aw® . wd) ewM) - eM-1y)(M) epthaltenenen Vektoren
werden von rechts nach links in die Basistransformationsmatrix eingetragen. (Ganz rechts
stehen also die Vektoren in @M ~1W(M)  dann kommen die Vekoren in @M —2)WM) ysw. bis
man ganz links die verbleibenden Vektoren in W) eintrégt. Dabei werden linear abhéingige
Vektoren natiirlich nicht eingetragen.
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5.1

Aufgaben

Aufgabe 5.1. Bestimmen Sie die Jordansche Normalformen der komplexwertigen Matrizen

o 1 2 0 -1 10 1 1 =2
00 1 0 0 00 1 0 0 (1)35(1)_02_01
A:10—11—2,B:10—11—2,C:00030
1 -1 -1 1 -1 00 0 0 O 1192 -1 4 -1
0O 0 1 0 0 00 1 0 O 0 00 0 0
Aufgabe 5.2.
5.2 LoOsungen
Loésung 5.1. 1. Wir rechnen zunéchst die charakteristischen Polynome und Minimalpolyno-
me aus und erhalten
xa(@) = xp(r) = =2°, xco(r) = (3-12)"(2—x)
pa(@) = pp(@) = 2°, po(@) = (& — 3@ — 2)°.
Offenbar sind A und B nilpotent, d.h. wir kénnen sofort mit der “Jordanisierung” begin-
nen. Bei C' miissen wir zunéchst die Hauptraumzerlegung durchfiihren.
2. Zur Hauptraumzerlegung von C' bestimmen wir

ker(C' — 3) = span({(2,1,0,0,1,0)T,(-1,0,0,1,0,0)T})
ker((C' — 3)?) = span({(2,1,0,0,1,0)T, (-1,0,0,1,0,0)T, (1,0,1,0,0,0)T})
ker((C' — 3)%) = span({(1,0,0,0,1,0)T, (-1,0,0,1,0,0)T, (1,0,1,0,0,0)T, (1,1,0,0,0,0)T})
ker((C' — 3)*) = span({(1,0,0,0,1,0)T, (-1,0,0,1,0,0)T, (1,0,1,0,0,0)T, (1,1,0,0,0,0)T})
= ker((C — 3)?)
und

ker(C' - 2) = ({(2,0,0,0,1,0)"})
ker((C' —2)*) = ({(0,0,1,0,0,1)",(2,0,0,0,1,0)"}) .
Schreiben wir die Vektoren aus ker((C' — 3)*) und ker((C — 2)?) in die Matrix

1 -1 1 1 0 2
O 0 01 00
g 0O 0 1 010
10 1 0 0 0 O}’
1 0 00 01
O 0 0 010
so erhalten wir
3 01 00O
0O 3 00 0O
1 03 100
71 _
SCS = 0O 01 3 0 0]’
0O 0 00 20
0O 000 1 2
0O 010
. . 0O 0 0 O
wobei der obere 4 x 4-Block als 314 + Ny mit Ny = 100 1 und der untere
0O 010

2 x 2-Block als 215 + Ny mit Ny = <(1) 8) geschrieben werden kann.
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Wir haben uy, (z) = 23 und py,(z) = 2. In der Notation der Vorlesung ist der Block
Ny bereits in der gewiinschten Jordan-Normalform No = Js; in diesem Fall ist die zu-
gehorige Transformationsmatrix zur Jordamslerung also einfach gleich 1. Wenn wir mit
Jk Matrizen arbeiten wollten, kénnte No mit der Ahnlichkeitstransformation

~ 0 1 =
TN2 = <1 0> — TN21

0 1) = J, iibergefiihrt werden.

0 0
Es verbleibt, N1 zu Jordanisieren. Dazu bestimmen wir

ker(N;) = span({(1,0,0,1)",(0,1,0,0)"}),

ker(N?) = span({(1,0,0,1)7,(0,1,0,0)%,(0,0,1,0)}).

in TNQINQTN2 = (

Damit kénnen wir (in der Notation der Vorlesung)
V) = {(1,0,0,1)",(0,1,0,0)"},
V& = {(0,0,1,0)73,
V¢ = {(0,0,0,1)"}

wéahlen, sodass y(” U y(2> U y(S) eine Basis von R* bildet. Wir wihlen nun Wz(v = y(3>
und rechnen

N, span(w(3>) pan({(0,0,1,0)T}),
N? span<w§v3> = span({(1,0,0,1)"}),

d-h. wir kbnnen WJ(\Z) = {0} und W](\}l) ={(0,1,0,0)"} wihlen. Schreiben wir die Vektoren
()/V](\}l)7 W](\';)l)7 Nl W](\?l)y N12W](\:?1)) in dle Matrix

0 0 01
1 000
=19 01 0o
01 01
so erhalten wir
00 0O
_1 10 0 0 O _
TNlNlTN1— 010 0 =01 Js.
0010
Schreiben wir die Ahnlichkeitstransformationen fiir die N7 und Ns in die Matrix
000100
100 000
. 001 00O
TN:dlag(TNl,TNg):TNl@TNQ: 010100l
0000 1O
00 0 001

so erhalten wir die Jordan-Normalform

300 000
03 0000
1o 013 000 =
Tle loSTy = 00130o0l~ (311) ® (313 + J3) @ (212 + JQ) .
000020
00001 2
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Alternativ: Schreiben wir die Vektoren (NIQW(?’) N1WJ(\:,31), WJ(\:;), WJ(\}l)) in die Matrix

Ty, =

1

= o O =
o= OO
— o O O
S O = O

so erhalten wir

Tyl Ty, = = J3601.

o O O O
o O O
O O = O
o O O O

Schreiben wir die Ahnlichkeitstransformationen fiir die Ny und Ns in die Matrix

10 00 0O
000100
o . 010000
TN:dlag(TNlaTN2):TN1®TN2: 101000l
000O0O0T1
000 O0T1TPO0

so erhalten wir die Jordan-Normalform

T S LCSTy = - (313 n jg) o (311) @ (212 n j2> :

[eoRlen B e B en Bl en JNGV)
OO OO W
S OO W
O O w o o
oON O O OO
N = O O OO

. Wir Jordanisieren jetzt die Matrix A. Wir beginnen mit der Bestimmung der Kerne von
Potenzen von A und erhalten

({(27 17 07 07 1)T7 (_17 07 07 1? O)T})
span({(2,0,0,0,1)", (~1,0,0,1,0)", (1,0,1,0,0)", (0,1,0,0,0)"})

ker(A) @ span({(1,0,1,0,0)%,(0,1,0,0,0)7}).

ker(A) = span
ker(A?) =

Somit sind (in der Notation der Vorlesung)
y(l) - (27 17 07 07 1)T7 (_17 07 07 17 O)T}7
P =1{(1,0,1,0,0)7,(0,1,0,0,0)7},
VY ={(0,0,0,1,0)7}
und yﬁ‘l) U yﬁf) U yﬁf’) bilden eine Basis von R?. Wir wihlen nun Wf) = yﬁf) und rechnen
Aspan(W) = span({(0,0,1,1,0)7}),
A? Span(WS’)) = span({(2,1,0,0,1)T}).
(3)

Da yﬁf) nicht durch Linearkombinationen von Vektoren in AW, aufgespannt wird, wéhlen
wir W = Y. Wir haben

Aspan(W}f)) = span({(2,1,0,0, 1), (1,0,0,—-1,0)T}) = span{(1,0,0, —1,0)T} U A2 span(Wf)) )

Die Vektoren von y(”, sprich (2,1,0,0,1)7,(~1,0,0,1,0)7 liegen in A span(Wﬁlz)), weshalb
wir W(l) = {0} wéhlen konnen.
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Sammeln wir die Basisvektoren (Wﬁf), AWI(f), 123), AWgB), A2W£13)) (wir fiillen die Matrix
dabei von rechts, beginnend mit Vektoren in A2Wg3), nach links, endend mit Vektoren in
AWS) auf; beobachte, dass (1,0,1,0,0)” € Wj(f) als Linearkombination der Vektoren in
(1,0,0,-1,0)" ¢ AWI(42) und (0,0,1,1,0) € AWE‘S) geschrieben werden kann und somit
nicht in die Matrix eingetragen wird!) in

01 00 2

1 0 001
To=]0 0 0 1 0],

0 -1 110
00 001

so erhalten wir
00000
10000

T,'AT4=10 0 0 0 0| =Dl

00100
00010

Alternativ: Sammeln wir die Basisvektoren (AQWE’), AWS), 543), AWI(LXQ), Wl(f)) (jetzt fiillen
wir von links nach rechts auf) in

200 1 0

100 0 1
Toa=]0 10 0 0],

011 —-10
100 0 O

so erhalten wir
01000
00100

T'AT4 =0 0 0 0 0| =J® o

00001
00000

. Schlielich Jordanisieren wir B. Wir rechnen

ker(B) = span({(2,0,0,0,1)",(-1,0,0,1,0)",(0,1,0,0,0)"})
ker(B*) = span({(2,0,0,0,1)",(-1,0,0,1,0)", (0,1,0,0,0)",(1,0,1,0,0)"})
= ker(B) & span({(1,0,1,0,0)"})

Somit sind (in der Notation der Vorlesung)

Y ={(2,0,0,0,1)7,(~1,0,0,1,0)7,(0,1,0,0,0)T}
Y2 ={(1,0,1,0,0)"}
Y& = {(0,0,0,1,0)7}

und y};) U yg) U yg”) bilden eine Basis von R?. Wir wihlen nun WS) = yg’) und rechnen
(3)y _ T
Bspan(Wpy’) = span({(1,0,1,0,0)" })

B2 span(W) = span({(2,1,0,0,1)7})
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Da yg) = Bspan Wg’), wihlen wir Wg) = {0}. Wir wéhlen nun noch Wg) C yg) S0,
dass B2W](33) U BWg) U W](Bl) = BQWS) U W](Bl) eine Basis von span(yg)) bildet. Eine
mogliche Wahl ist W) = {(2,0,0,0,1)7, (-1,0,0,1,0)7}.

Sammeln wir die Basisvektoren (W](Bl), W](;’), BW](;’), BQWS)) (wir fiillen die Matrix dabei
wieder von rechts nach links auf; beobachte, dass die Reihenfolge, in der wir bspw. Vektoren
in Wg) eintragen keine Rolle spielt) in

-1 2 01 2
0 0001
Tg=| 0 0 0 1 0Of,
1 01 0 0
0 1 0 01
so erhalten wir
00 00O
00 0 00O
T;'BTp=[0 0 0 0 0| =08 J3
00100
00 010

Alternativ: Sammeln wir die Basisvektoren (B2W§’), BWg’), Wg’), Wg)) (jetzt fullen wir
von links nach rechts auf) in

210 2 —1
1000 O
Ts=]0 10 0 0|,
0010 1
1001 0
so erhalten wir
01000
00100
TZ'BTg=10 0 0 0 0f=J300,
0000 0
0000 0
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6 6. Tutoriumsblatt (02. Juni 2022)

Die Jordansche Normalform ist sehr sensitiv gegeniiber Stérungen, wenn die zugrundeliegende
Matrix mehrfache Eigenwerte hat oder ihre Eigenwerte nahe beinander liegen. Betrachten wir

beispielsweise
11
= (1)

> bereits in Jordanscher Normalform. Jedoch ist die Jordan-Normalform von

1

so ist Apg = <0 1

) 144/ 0
A, fiir € #£ 0 durch < 0 1 \/§> gegeben.

Wir geben nun ein Verfahren an, welches numerisch stabil durch den QR-Algorithmus
(welcher nicht die Nullstellen des charakteristischen Polynoms im Voraus braucht) umgesetzt
werden kann. Wir halten uns an [Fis05, Abschnitt 4.4.5]. Fiir ein Beispiel dieses Verfahrens
blicke man zuriick auf Beispiel

6.1 Algorithmus zur Trigonalisierung von Matrizen iiber algebraisch abge-
schlossenen Ko6rpern

Sei A € K™ mit
n
xa(x) =T —2)
=1
mit nicht notwendigerweise verschiedenen Eigenwerten \; € K. Wir suchen eine Matrix S €

GL(n, K), sodass
D=5"48

eine obere Dreiecksmatrix ist. Der Beweis des Trigonalisierungssatzes gibt dann folgendes
Verfahren.

Schritt 1: Betrachte W7 = K™ mit Basis By = K und Endomorphismus A; = A. Zum
Eigenwert A1 berechnet man einen Eigenvektor v; € K™. Nach dem Austauschlemma bestimmt
man ein j; € {1,...,n} so, dass

BQ = (1}1, €1,€2, ..., éj17 ceey en)

wieder eine Basis ist, wobei die Notation é;, meint, dass der Vektor ej, ausgelassen wird. Wir
betrachten dann die Transformationsmatrix

Sy =Tg
mit der Basis Bs als Spaltenvektoren. Dann ist

)\1 ke *

Ay = S71ALS =
A

0

Schritt 2: Wir betrachten W5 mit der Basis By = (ey, ..., €y, ..., €n) und dem Endomorphis-
mus A) aus dem vorigen Schritt. Wir haben

xay () = [[(A2 — ).
j=2

Wir berechnen einen zu Ay gehérenden Eigenwert vy € Wa und wéhlen jy # 71 so, dass

!/ ~ ~
B; = (v, €1, ..., €5y, ey €y, ooy €)
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eine Basis von W5 ist. Somit ist
B3 = (v1,V2,€1,...,€j1, - €jo, oy En)

eine Basis von K™. Mit der Transformationsmatrix

Sy =TH?
mit der Basis B3 als Spaltenvektoren ist
Al * DRI e *
0 Xo| * --+ %
A3 =S;1A418 =] ¢ 0
L A,
0 0
Bei der Berechnung von Sy kann man aussnutzen, dass
110 0
B BomB .. B 0
Sy =Tg} =Tg!Ty> mit T’ =1 . 7B
: B,
0

Spétestens im (n — 1)-ten Schritt erhélt man eine obere Dreiecksmatrix A,,, denn A/, ist eine
1 x 1-Matrix. Also ist

D=A,= 57:_111415”71
eine obere Dreiecksmatrix.

Bemerkung 6.1. Die im ersten Schritt berechnete erste Zeile in Ay kann sich in jedem der
folgenden Schritt verédndern, analog fiir die anderen Zeilen der Matrizen A; (j =3,...,n — 1).

6.2 Aufgaben

3 4 3
Aufgabe 6.1. Seien K = R, n =3 und A = [ -1 0 —1]. Bestimmen Sie D mit dem
1 2 3

Trigonalisierungsverfahren des vorigen Abschnitts.

6.3 Losungen

Losung 6.1. Es ist xa(z) = (2 — )3, also \; = Ag = A3 = 2. Da rang(4 — 2) = 2, ist
dimker(A —2) = 1, also ist A nicht diagonalisierbar. Die Iteration des Verfahrens lauft wie folgt.
Schritt 1: Sei v1 = (1,—1,1), j1 = 1 und By = (v, €2, e3). Dann ist

1 00
Si=|-1 10
1 01
und somit
21 4 3
Ay =S71AS = 0] 4 2
0|-2 0

Schritt 2: Es ist Wy = span(eg, e3). Wéhle nun vy = ea — e3 und jo = 2. Stecken wir diese
Vektoren in

1 0 0
SQ = (01,02,63) -1 1 0 s
1 -1 1
so erhalten wir
2 1|3
A3 =5,1AS=| 0 2|2
0 0|2
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7 7. Tutoriumsblatt (16. Juni 2022)

7.1 Min-Max-Prinzip

Das Variations- oder Min-Max-Prinzip von Courant—Fischer oder Rayleigh—Ritz charak-
terisiert die Figenwerte selbstadjungierter Matrizen und stellt eine méchtige Methode zur ana-
lytischen und numerischen Abschéitzung der Eigenwerte dar.

Satz 7.1. Sei A € C™*" selbstadjungiert mit Eigenwerten \1 < Ao < ... < \,. Dann gelten

A = mi A 7.1
R Join max (¢, Ap), (7.1)
dimU=k [p|=1
= in (p, A 2
pax  min (o Ag), (7.2)
dimU=n—k+1 ||y|=1

= max min (o, Ap), (7.3)
Yroe¥r-1 Q€[ Yp—1], [lol|=1

wobei [Py, ..., vt = {p: (¥j,0) =0, j =1,...0}. Insbesondere sind

A1 = min {(p, Ap) und N\, = max (p, Ap). (7.4)
llell=1 llell=1

Bemerkung 7.2. Die Bedingung, dass A selbstadjungiert ist, ist notwendig, wie folgendes Beispiel

zeigt. Sei N = <8 0>. Dann wissen wir, dass die Eigenwerte Ay = Ao = 0 sind. Jedoch ist
max mi”? = 1. (Dies ist aus N(a,b)” = (b,0)” und max W = 1 ersichtlich.)

Beweis von Satz[7.1l Wir definieren den Rayleigh-Quotient durch

A
Ra(v) = W veCm\ {o).
Seien uq, ..., uy die zu Ay, ..., A, gehorenden Eigenvektoren von A. Wir beweisen zunéchst ([7.1).
Sei dazu U ein k-dimensionaler Unterraum von C™. Dann ist U Nspan{ug, ..., u, } # (), denn sonst
wére dim(span(U U {ug,...,un})) = k+ (n — k+ 1) = n+ 1, was widerspriichlich ist. Sei also
0 # v € Unspan{uy, ..., u,} durch v = E;l:k aju; € U gegeben. Dann ist der Rayleigh-Quotient

LTI
Ra(v) = % > X, VYvel.
Zj:k |aj
Daher ist
max{Ra(zx): 2 €U} >N, YU CC" mit dim(U) =k

und somit

i : > .

i, max{Ra(z): z €U} > N\

dim(U)=k

Dies zeigt “<”. Andererseits gilt durch Setzen von U = span{uy, ..., ux}, dass

min max{R(x): x € U} <max{Ry(x): = € span{uy,...,ux}} < A,

uccr
dim(U)=k
was die umgekehrte Ungleichung “>” zeigt.
Wir zeigen nun (7.2). Dazu setzen wir A’ := —A, welche die Eigenwerte A}, besitzen solle.

Dann gilt nach (7.1]), dass

!/ . .

= —)\ _ = R / = — R .
B Thncken = i e R () = = o i Rale)

Durch Ersetzen von k +— n — k + 1 folgt daher

A = max min R4 ().
k dim U=n—k+1 €U (SO)

Dies zeigt ([7.2]).
SchlieBlich folgt (7.3) aus (7.2) und der Beobachtung, dass [t1, ..., ¢x_1]* ein (n — k + 1)-

dimensionaler Unterraum von C" ist. ]
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7.2 Aufgaben

2 0 0
Aufgabe 7.1. Bestimmen Sie die Singulirwertzerlegungen von A= [2 1 0| € C3*3 und
0 -2 0

B =

Folgende Aufgabe zeigt, dass AB und BA dieselben von Null verschiedenen Eigenwerte
haben. (Tatsdchlich stimmen auch die Multiplizitidten {iberein, sieche bspw. Sakai [Sak71] oder
Deift [Dei78]. Weiter gilt sogar

MAB+ N1+ ABA+N'B=1

im Sinne, dass, wenn 0 # A € p(—BA), dann ist A € p(—AB) und A\~}(1 — A(BA + \)7'B)
ergibt (AB 4+ \)~71)

Aufgabe 7.2. Seien A, B € K™*".

1. Uberzeugen Sie sich, dass L, —4 die zu L, 4 inverse Matrix ist.
0o 1, 0 1,

1, A\ '[/AB 0\ (1, A\ [0 0

0 1, B 0/\0 1,/ \B BA)’
3. Folgern Sie, dass AB und BA dieselben Eigenwerte haben. (Erinnern Sie sich an die
A B> = det,(AD — CB) fiir Blockmatrizen A, B,C,D €

2. Zeigen Sie

Determinantenformel dets,, ( C D

K’an')
Die folgende Aufgabe zeigt, dass fiir zwei Matrizen A, B € K"*™, die Produkte AB und BA

zwar dieselben von Null verschiedenen Eigenwerte haben, die Singuldrwerte von AB und BA
nicht unbedingt iibereinstimmen miissen.

Aufgabe 7.3. Seien A = (8 (1)> und B = <(1) 8) Bestimmen Sie die Eigen- und Sin-

guldrwerte von AB und BA.

In den folgenden Aufgaben werden Sie einige einfache Abschétzungen fiir die Singuldrwerte
von Produkten und Summen von Matrizen kennenlernen. (Mehr Details z.B. in Bhatia [Bha97].)
Folgende Charakterisierung der Singuldrwerte (die aus dem Variations- / Min-Max-Prinzip von
Courant—Fischer) siehe Satz durch Ersetzen von A durch —A*A folgt), diirfen Sie als
gegeben betrachten.

Satz 7.3. Sei A € K"™*" mit Singulirwerten py(A) in nicht-aufsteigender Folge geordnet. Dann

gult
A
pr(A) = min max M, k € N.
@it pelprnpe 1)t (Y]

Aufgabe 7.4. Seien A, B € K™*" mit Singuldrwerten p(-). Zeigen Sie

max{pi(AB), pr(BA)} < [|Bllpr(4), keN.

Hinweise:

e Min-Max-Prinzip (Satz[7.3)).
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o pp(A) = pip(A*) als Konsequenz der Singuldrwertzerlegung.
o [|BI[ = [IB|

Die Abschitzung der letzten Aufgabe lidsst sich verallgemeinern. Man erhélt folgende Un-
gleichung von Fan [Fan51],

Prtt+1(AB) < ppy1(A)pes1(B),  k, L € No.
Fan zeigte auBlerdem die Abschitzung der folgenden Aufgabe.

Aufgabe 7.5. Seien A, B € K™*" mit Singuldrwerten pg(-) in nicht-aufsteigender Reihenfolge
angeordnet. Zeigen Sie

Prtt+1(A+ B) < pp1(A) + pey1(B), k. £ € No.

Hinweise:

e Betrachten Sie die Abbildung Qr(¢1,..., ;A + B) = max{||Ay|| : ||[¢| = 1,9 €
(o1, 0x] -

e Schitzen Sie Q(¢1, ..., vk; A+ B) mit Hilfe von ||[(A+ B)vY|| < ||Av| + || Bv|| geeignet ab.

e Verwenden Sie das Min-Max-Prinzip (Satz [7.3)).

7.3 Lo6sungen

Losung 7.1. (1) Wir bestimmen zunéchst die Singuldarwerte p;(A) (mit j = 1,2,3) von A,
8 2 0
sprich die Wurzeln der Eigenwerte von A*A= |2 5 0
000

Wir rechnen 4«4 (7) = (8 —2)(5—x)(—z) — (—x)-4 = —23 + 1322 — 362 = —z(z — 9)(x — 4)
und erhalten somit p; = 3, p2 = 2 und p3 = 0. Zugehorige orthonormierte Eigenvektoren

sind
2 —1 0
z1=5"211], z2=5"12 2], a3=10
0 0 1

Setzt man (geméf Notation der Vorleung) y; = p;(A) Az, erhilt man

4 -2 2
=352 5|, p=2t57V2 0|, w=3"1|-2],
-2 —4 —1

wobei wir y3 durch Ergénzen von y; und ys zu einer Basis von R? mit y3 L y; und y3 L 9
gewonnen haben. In jedem Fall erhalten wir

3
A=) pi(A)ly;) (i) = 3lyn) (21| + 2ly2) ().
j=1

Alternativ: wir schreiben
37157124 27l.5712.(—2) 2/3
U=@wiy2ys)=| 371.5Y2.5 0 —2/3
371.571/2.(—2) 271.571/2.(—4) -1/3
2.571/2 5712 ¢
V = (.’L‘l X9 xg) = 571/2 2- 571/2 0
0 0 1

und erhalten
A = U diag(3,2,0)V".
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(2) Wir bestimmen zunéchst die Singuldrwerte p;(B) (mit j = 1,2,3) von B, sprich die Wurzeln

5oz
der Eigenwerte von B*B = —% % 0
0 0 0

Wir rechnen xp+p(r) = (8—2)(5—2)(—x) — (=) -4 = -3+ 1322 — 36z = —z(z—9)(x —4)
(was dasselbe Ergebnis wie zuvor ist) und erhalten somit p1(B) = 3, p2(B) = 2 und p3(B) =
0. Zugehorige orthonormierte Eigenvektoren sind

~1 1 0
=221, =221, z3=10
0 0 1

Setzt man (gem#B Notation der Vorleung) y; = p;(B) ™! Az;, erhilt man

—3v2 0 0
y1 =371 2712 0 =—e1, p=2"12712 0 | =e;5 ys=|1]=e¢s
0 2v/2 0

wobei wir y3 durch Ergéinzen von y; und v zu einer Basis von R? mit y3 L y; und y3 L v
gewonnen haben. In jedem Fall erhalten wir

3
B = ZPj(B)|yj><l‘j| = 3ly1) (@1 + 2[y2) (2]
=1

Loésung 7.2. Folgt durch Nachrechnen. Fiir den dritten Punkt rechnen wir mit S = <1n A)

0o 1,
AB—-\, 0\ _ AB 0
nam -t = (M0 ) (4 0) )

oS8 ) )3 )

= —Adet(BA — \1,).

Fiir A # 0 folgt also det(AB — Al,) = det(BA — A1,,) wie behauptet.

Losung 7.3. Wir haben AB = (8 8) und BA = <8 (1)> Da xpa(x) = —22, sind 0(AB) =

0 0), sind die Singuldrwerte von BA gerade p1(BA) = 1

o(BA) = {0}. Da (BA)*(BA) = (0 1

und p2(BA) = 0.

Losung 7.4. Aus dem Min-Max-Prinzip (Satz sowie ||[BAy| < ||B||||Av|| folgt pr(BA) <
|Bllox(A). Diese Ungleichung impliziert pp(AB) = pi(AB)*) = pu(B*A*) < || B*[[ox(47) =
1Bllox(A).

Losung 7.5. Sei Qg (1, ..., pr; A) := max{||AY| : |¥|| = 1, ¥ € [p1, ..., ox]*}. Dann folgt aus
(A + B)y| < [[AY] + (| By ||, dass

Qitt(@1, ooy Prrts A+ B) < Qrye(p15 s Qs A) + Qroye(@15 o Oite; B)
< Q@15 013 A) + Qe Pty s Prtes B).

Die Behauptung folgt durch Minimierung iiber die @1, ..., pg1¢ sowie dem Min-Max-Prinzip (Satz

73).
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8 8. Tutoriumsblatt (21. Juni 2022)

8.1 Aufgaben

Aufgabe 8.1. Sei P der Vektorraum aller reellen Polynome p : R — R. Fiir p € P, p(z) =
S o axx® setze ||p|| := Y_}_, |ak|, welche eine Norm auf P definiert (Hausaufgabe).

Untersuchen Sie, ob der Operator T' : P — P, definiert durch Tp := p’ (Ableitung, punkt-
weise durch (T'p)(z) = p(z) definiert) beschrénkt ist. Gerechnen Sie ggf. ||T']|op.

Aufgabe 8.2. Sei H ein (nicht notwendigerweise endlichdimensionaler) Hilbertraum und {ey, ea, ...
ein Orthonormalsystem in H. Zeigen Sie fiir alle x € H die Besselsche Ungleichung

> e o)? <l
i1

Aufgabe 8.3. Auf C™*" sei die Operatornorm durch || A||op := sup,ecn ”ﬁiﬂf gegeben. Zeigen

Sie, dass ||Allop = p1(A), wobei p1(A), der grofite Singuldrwert von A ist.

Aufgabe 8.4. Auf C"*" seien die Operatornormen ||Alop p := SUp,ecn ”||zH”p mit p € {1,2, 00}
gegeben. Zeigen Sie, dass die Operatornorm || - ||opp nicht durch ein Skalarprodukt 1ndu21ert
wird.

Hinweis: Erinnern Sie sich daran, dass fiir alle Normen || - ||, die durch ein Skalarprodukt

(-,+) induziert werden, die Parallelogramgleichung |z + y|> + ||z — y||? = 2|z + 2|jy||? gilt,
sieche Aufgabe K.10.4 des letzten Semesters. Kombinieren Sie dies mit der vorigen Aufgabe
sowie der Hausaufgabe 8.2, welche ||Al|op1 = maxi<j<n 2 iy |Aij| (Spaltensummennorm) und
| Allop,c0 = maxi<i<n Z?zl |A;j| (Zeilensummennorm) besagt.

8.2 Losungen

Losung 8.1. Wir argumentieren per Widerspruch. Angenommen T wére beschréinkt, sprich es
gibe ¢ > 0, sodass || Tp|| < c||p|| fir alle p € P. Sei dann p(z) = 2™ mit n € N so, dass n > c.
Dann sind [|p|| = 1 und p'(z) = naz""L, also | Tp|| = n = n||p|| > ¢||p||. Dies widerspricht der
Annahme, dass T beschrinkt ist.

Losung 8.2. Sei n € N beliebig. Dann gilt

n

0= llo =D (ejoade | = ol —2 )" Reles.)esu) + 3 (e )

j=1 J=1
n n n
= llll® =2 e, )+ ey )P = Nl = Y leg, )
j=1 j=1 j=1

Da die Ungleichung fiir beliebiges n € N gilt, folgt die Behauptung.
Lésung 8.3. Sei

A= ij )y;) (]

die Singulidrwertzerlegung von A, wobei {l‘j} =1 und {y; ?:1 Orthonormalsysteme in C™ sind.
Dann folgt mit der Besselungleichung

A3 =" pi(A)pe(A) (), ) (e, V) (ye, y5) Zm AN (s, )]
i ;

< pr(A)2 3 (@, )2 < pr(A)2 ]I,

J

also ||Allop < p1(A). Andererseits gilt (mit derselben Rechnung) auch die umgekehrte Unglei-
chung, demn || A]lop > || Az1 |2 = p1(A).
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Losung 8.4. Seien A, B € C?*2 durch

1 0 0 0
A_<O O> und B_<O 1)

gegeben. Durch die offenbaren Singuldrwertzerlegungen der Matrizen A, B, A+ Bund A — B
sowie Hausaufgabe 8.2 sieht man, dass ||Allopp = | Bllopp = |4 + Bllopp = |4 — Bllopp =
1 gelten. Damit ist die Parallelogramgleichung verletzt, sprich || - ||op, wird nicht durch ein
Skalarprodukt induziert.
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9 9. Tutoriumsblatt (30. Juni 2022)

9.1 Aufgaben
Aufgabe 9.1. Seien K € {R,C} und p € [1,00). Dann ist

= {x = (2j)jen € KN > Jay|P < o0}
jEN

ein Vektorraum und ||z, := (3 ;e |2;|P)1/? definiert eine Norm auf £P. Insbesondere ist also
(P, - ||p) ein Banachraum.

Hinweis: Erinnern Sie sich an die Minkowski-Ungleichung ||[z+y/|, < ||z|l,+]y|l, fiir 2,y € 7
(siehe bspw. Aufgabe 11.3 des Tutoriumblatts des letzten Semesters).

Sei X # () eine Menge.
Definition 9.1. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — [0, c0) mit den Eigenschaften
1. (Definitheit) Vz,y € X gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn x =y
2. (Symmetrie) V,y € X gilt d(z,y) = d(y, z)
3. (Dreiecksungleichung) Vz,y,z € X gilt d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).
Wenn d eine Metrik auf X ist, so heifit (X, d) metrischer Raum.

Wenn (X, || - ||) ein normierter Raum ist, so ist (X, d) mit d(z,y) := ||z — y|| offenbar ein
metrischer Raum.

Definition 9.2. 1. Eine Teilmenge @) C X heifit genau dann offen, wenn es fiir alle g € @)
einen Radius r > 0 gibt, sodass B(xo,r) = {x € X : d(x,20) <r} C Q.

2. Eine Teilmenge A C X heifit genau dann abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Bemerkung 9.3. 1. Beliebige Vereinigungen oder endliche Schnitte offener Mengen sind wie-
der offen.

2. Beliebige Schnitte oder endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind wieder abge-
schlossen.

Definition 9.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum.

1. Eine Teilmenge U C X heifit genau dann Umgebung eines Punkts o € X, wenn es r > 0
gibt, sodass B(xp,r) C U.

2. Sei M C X. Dass Innere von M ist definiert durch
int(M) := {x € X : M ist eine Umgebung von z}.
3. Der Abschluf$ von M C X ist definiert durch

M :={x e X:UNM # 0 fiir alle Umgebungen U von z}.

4. Der Rand von M C X ist definiert durch

OM={zeX:UNM#0Dand UN (X \ M) # 0 fiir jede Umgebung U von z}.

5. Ein Punkt = € M heifit innerer Punkt von M, wenn z € int(M) und Randpunkt von M,
wenn r € OM.

Bemerkung 9.5. Seien (X, d) ein metrischer Raum und M, My, My C X.
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1. M ist genau dann offen, wenn M = int(M).

2. M ist genau dann abgeschlossen, wenn M = M. (In Satz zeigen wir das spéiter noch
auf andere Art, ausgehend von der Definition, dass M die Menge aller Kontaktpunkt
von M ist.)

3. BEsist M C M. Weiter folgt aus M; C Mo, dass M; C Ms.
4. OM = M N X \ M. Insbesondere ist 9M abgeschlossen.

5. Esist M = int(M)JUOM und X = int(M)UOMUint(X \ M). (Hierbei bezeichnet AUB die
disjunkte Vereinigung zweier Mengen A und B.)

Behauptung 9.6. Seien M C X und x € X. Dann ist x € M genau dann, wenn es eine Folge
(n)nen © M gibt, sodass x, — x.

Beweis. “=": Sei x € M. Fiir jedes n finden wir z,, € B(x,1/n) N M. Dann ist (2,,)ney € M
eine Folge mit d(z,,x) < 1/n — 0.

“<": Sei x € X durch die Folge (z,)neny € M approximiert und > 0 ein beliebiger Radius.
Dann gibt es n € N, sodass d(x,, ) < r. Insbesondere ist x,, € B(z,r)NM. Das zeigt v € M. [

Behauptung 9.7. Sei M C X. Dann gilt M =M.

Beweis. M C M st klar, wir zeigen also die umgekehrte Inklusion. Seien f € M und £ > 0.
Dann gibt es g € M, sodass ||f —g|| < e. AuBerdem gibt es h € M, sodass ||g—h|| < e. Insgesamt

gilt also || f — h|| < 2¢. Das bedeutet aber f € M, sprich M C M wie behauptet. O

Satz 9.8. Sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X. Dann ist M genau dann abgeschlossen,
wenn M = M.

Beweis. Angenommen M = M. Wir zeigen, dass M abgeschlossen, also X \ M offen ist. Sei also
fe€X\M.DaM =M, gilt auch f € X\ M, sprich f ist kein Kontaktpunkt von M, d.h. es
gibt ein ¢ > 0, sodass fiir alle g € M gilt, dass || f — g|| > . Oder anders gesprochen, es gibt
e > 0, sodass Bf(e) N M = (. Das bedeutet aber Bf(e) C (X \ M), sprich X \ M ist offen, wie
behauptet.

Sei nun M abgeschlossen, sprich X \ M ist offen. Wegen M C M geniigt es M C M zu
zeigen. Da X \ M offen ist, gibt es fiir alle f € X \ M ein € > 0, sodass By(e) ganz in X \ M
enthalten ist, sprich fiir das Bf(e) N M = ) gilt. Das bedeutet aber, dass f ¢ M. Damit ist
X\ M C X\ M, also M C M gezeigt. Dies schlieBt den Beweis. O

Lemma 9.9. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und () # M C X. Dann ist (M, dpr« )
genau dann vollstindig, wenn M in X abgeschlossen ist.

Beweis. “=": Sei M vollstiandig und (x,)pen € M eine Folge mit z,, — = € X. Dann ist
(Zn)nen insbesondere eine Cauchy-Folge, sprich x,, konvergiert gegen ein & € M. Das bedeutet
x =22 € M. Also ist M abgeschlossen.

“<": Sei M abgeschlossen in X und (zy,)neny € M eine Cauchyfolge in M. Da X vollsténdig
ist, gibt es x € X, sodass x,, — x. Da M abgeschlossen ist, folgt x € M, was bedeutet, dass
(Zn)nen einen Grenzwert in M hat, sprich M ist vollsténdig. O

Aufgabe 9.2. Sei
0 .= {x = (zj)jen € K" : sup|z;| < oo}
JeN
ausgestattet mit ||z = sup;ey|7;|. Mit denselben Argumenten wie aus Aufgabe folgt,
dass ¢*° ein Banachraum ist. Sei nun

co = {z = (x)jen € £ : i}n{c)loa:] =0}

J

) 1f € X heiBt genau dann Kontaktpunkt M, wenn es fiir alle € > 0 ein g € M gibt, sodass ||f — g|| < .
Aquivalent: f € X heifit genau dann Kontaktpunkt von M, wenn es € > 0 gibt, sodass By(e) N M # 0.
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ausgestattet mit || - ||oo. Zeigen Sie, dass ¢y ein abgeschlossener Teilraum von ¢>° und (wegen
Lemma ein Banachraum ist.

Aufgabe 9.3. Seien L>°(R : C) der Raum aller beschriinkten Funktionen f : R — C und C°(R :
C) der Raum aller stetigen Funktionen f: R — C jeweils ausgestattet mit der Supremumsnorm
| flloo = supger | f(2)|. Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) Sei (fn)nen € L®(R) eine Cauchy-Folge. Dann hat (f,,),en einen punktweisen Grenzwert
f € L>®(R), sprich es gibt f € L, sodass fiir alle x € R gilt, dass fp(z) — f(x).

(b) Sei (fn)neny € L*°(R) die obige Cauchy-Folge mit punktweisem Grenzwert f. Dann stimmt
der punktweise Grenzwert f mit dem Grenzwert in ||| tiberein, sprich es gilt || f,— f||cc — 0
fiir n — oo. Insbesondere ist L* vollstandig.

(c) CO(R) ist vollstéindig. (Hinweis: Zeigen Sie, dass der gleichmifiige Grenzwert stetiger Funk-
tionen ist wieder stetig: d.h., falls (fy,)neny € C° und ||fn — flloo — 0, so ist auch f stetig.)

Satz 9.10. Es gibt punktweise konvergente Funktionenfolgen (fn)neny € C([0,1] : C) deren
punktweiser Grenzwert nicht stetig ist.

Beweis. 1. Beispiel: Sei C C [0, 1] eine abgeschlossene Menge mit
int(C) = {z € X : C ist eine Umgebung von z} = (),
wie z.B. die Cantormenge, siche auch diesen Uberblick von [DMRV06]. Definiere nun
fn(z) = max{0,1 — n - dist(z,C)}

mit dist(z,C) = inf,ec |z — y|. Wir behaupten, dass f, stetig ist. Dies wiirde unmittelbar aus
der Stetigkeit von x > dist(z,C) folgen. Die Distanzfunktion ist aber in der Tat stetig, was aus

| dist(z1,C) — dist(z2,C)| < |z — 29|

und der Dreiecksungleichung ersichtlich ist.

Wenn z € C, dann ist f,(z) = 1 fiir alle n € N. Wenn z ¢ C und n hinreichend gro8 ist, so
ist f,(xz) = 0. Also konvergiert f,(z) — 1¢(x) punktweise gegen die charakteristische Funktion
von C. Diese Funktion ist jedoch an allen Punkten in C unstetig.

2. Beispiel: Nach [GOO03|, S. 77-78] gibt es eine Funktionenfolge (fy)nen € C(R), die gegen

fz) =

g, T = % in gekiirzter Form mit p € Z und ¢ € N
0, xr€eR\Q

konvergiert. Diese Funktion dhnelt stark der Dirichlet-Funktion
1, reQ
1g(z) ,
0, =z¢Q
die man in der Analysis kennenlernt. Diese Funktion ist nirgends stetig:

(a) Fir z € Q ist 1g(x) = 1. Dann gibt es € > 0, sodass es kein §(g) > 0 gibt, sodass fiir y € R
mit |z — y| gilt, dass |1g(z) — 1g(y)| < €. Z.B. kann man ¢ = 1/2 wéhlen. Da R \ Q dicht
in R liegt, gibt es fiir alle § ein y € R\ Q, sodass |z — y| < ¢, aber f(y) = 0 ist mindestens
1/2 weg von f(z) = 1.

(b) Fir x € R\ Q ist f(z) = 0. Dann gibt es wegen der Dichtheit von Q in R fiir alle ¢ ein
y € Qmit |z —y| <9, aber [f(z) — f(y)] > 1/2.

O]

Satz 9.11. Es gibt Funktionenfolgen (fn)nen C C([0,1] : C) deren punktweise und gleichmdjige
Grenzwerte nicht ibereinstimmen.
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Beweis. Die Funktionenfolge

:E2+nm

fn: R=R, x = folz) =

n

konvergiert punktweise gegen f : R — R definiert durch f(z) := z fiir z € R. Dazu sei z € R
beliebig. Dann gilt

2 332

lim |fo(2) — f(2)| = lim |— +2—2|= lim — =0.

n—00 n—oo N n—oo N

Also konvergiert f,,(z) — x punktweise fiir n — oco. Jedoch ist f nicht der gleichméBige Grenz-
wert, denn die rechte Seite von

2 2

x n
sup | fu(x) — f(z)| =sup — > — =n
zeR zeR N n

konvergiert nicht gegen Null fiir n — oo. O

9.2 Losungen

Losung 9.1. Offensichtlich sind 0 € ¢ sowie fiir o € K und x € ¥ auch ax € ¥ mit ||az|, =
|a|||z||,. Die Dreiecksungleichung ist gerade die Minkowski-Ungleichung.

Es verbleibt die Vollstéindigkeit zu zeigen. Sei also ((™),cn eine Cauchy-Folge in £. Dann

ist insbesondere die Folge der Komponenten (xg-n))neN eine Cauchy-Folge in K fiir alle j € N und

der Grenzwert xg-o) = limy, 00 ajg-n) existiert in K. Somit ist (9 := (acg.o))

jen ein guter Kandidat
fiir den Grenzwert der Folge (z(™),cn.

Wir zeigen nun, dass 2(9 € 7 und ||2(® — 2|, — 0. Da (™), ey Cauchy ist, gibt es fiir
alle € > 0 ein ng = ng(e) € N, sodass ||z — 2™, < ¢ fiir alle n,m > ng. Daraus folgt fiir alle

n > ng und fizierten N € N, dass

N 1/p N 1/p
Sl —aPp ) = i [ S 2] < e - e, <.
j=1 j=1

m—00 J

Lisst man N — oo gehen, folgt ||z — 20|, < oo fiir alle n > ng. Insbesondere folgt, dass
20 = 20 — g(m0) 1 2(0) ¢ P ynd ||z — (0], — 0 fiir € — 0, also n — oo.

Losung 9.2. Sei (2(™),cny C ¢ eine Folge mit (™ — 2(0) € ¢, Es geniigt zu zeigen, dass
2 € ¢g. Sei dazu € > 0. Dann gibt es n € N, sodass ||z — 20|, < e. AuBerdem gibt es
Jo € N, sodass \xgn)] < ¢ fiir alle j > jo, da (™ € ¢y. Daraus folgt fiir alle j > jo, dass
0
2] < e

- ;rg-n) + argn)] < 2¢,

(0)

sprich ;7 — 0 fiir j — oo, also 20 ¢ cp.

Losung 9.3. 1. Sei (fn)nen € L Cauchy. Dann ist fiir festes x € R auch (fn(z))neny € C
Cauchy. Da C vollstidndig ist, ist der Grenzwert lim,_,o fn(z) =: f(z) € C. Insbesondere
ist f € L. Um das zu sehen, sei N € N so, dass fiir alle n,m > N gilt, dass || f, — fin||co <
1. Dann gilt |f(z) — fn(z)] = |lim, frn(z) — frn(2)] = limy, | fu(z) — fn(z)] < 1 fur alle .
Insbesondere gilt dann fiir alle x, dass

If(@)| < |f(x) — fn(x) + fn(@)] S = nlloo + 1N lloo £ T+ [[fN]lee < 00,

womit f € L gezeigt ist.
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2. Seien € > 0 und N = N(¢) € N so, dass fir alle n,m > N gilt, dass || f, — fm|lco < €. Dann
gilt fiir alle n > N, dass

[/ (2) = fo(@)] = [im fin(2) = fo(2)| = lim [ fr(2) = fu(z)] <e

fiir alle  und somit || f — fu|lcc — 0 fiir n — co.

3. Folgt aus dem vorigen Punkt, dem uniform limit theorem (Wiki)|sowie Lemma[9.9] Dieses
beweisen wir jetzt. Fiir gegebenes € > 0 sei N = N(¢) € N so, dass fiir alle m,n > N gilt,
dass ||fm — fulloo < €. Weiter wissen wir wegen der Stetigkeit von fy, dass es § = §(N)
gibt, sodass fiir alle x1, x2 mit |z1 — x| < 6 gilt, dass | fx(z1) — fn(z2)] < e. Dann gilt fiir
alle z1, xo mit |z — 22| < §, dass

|f(z1) = f(@2)| < [f(21) = fn(z)| + [fn(21) — fn(z2)| + [fn(22) — f(22)]
= lm |fn(z1) = fn(@)] + [fn(@n) = fv(@2)] + lim [y (22) = fi(22)]

m—r
< 3e.

Damit ist die Stetigkeit von f gezeigt.
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10 10. Tutoriumsblatt (07. und 14. Juli 2022)

10.1 Hinweise zum 10. Ubungsblatt (07. Juli 2022)

Bei Aufgabe 10.2 sollte man sich erinnern, dass alle Normen auf endlichdimensionalen Vek-
torrdumen (wie dem Raum der N x N-Matrizen) dquivalent sind. Z.B. ist die Standard-Operatornorm
| All2—2 = sup,q [|Az||2/||z]|2 4quivalent zur Zeilen- oder Spaltensummennorm, die im 8. Blatt
diskutiert wurde.

Nun zu Hinweisen fiir Aufgabe 10.1.

Satz 10.1. Seien (H,(:|-)) ein Hilbertraum sowie M; und My orthogonale Teilriume von H.
Dann ist M1 ® My genau dann abgeschlossen, wenn My und Mo abgeschlossen sind.

Tipps fiir den Beweis. “=": Zu zeigen ist, dass M; abgeschlossen ist, sprich M; C M;j. Dazu
verwendet man die Charakterisierung aus Lemma abgeschlossener Mengen. Wir haben f €
M genau dann, wenn es eine Folge (f,)nen € M gibt, sodass f, — f. Jetzt sollte man
My C My & M5 und damit M C My & My = My & Moy ausnutzen.

“<": Es ist zu zeigen, dass My &® My C My & Msy. Fir f € My @ Ms gibt es eine Folge
(fr)nen = (fi,n + fon)nen € My + Ma, sodass fi, + fo, — f. Man ist fertig, wenn man zeigen
kann, dass f;, (mit j = 1,2) Grenzwerte in M; haben. Hierfiir nutzt man die Vollstandigkeit
der M; sowie Orthogonalitiit (||f1 + f2||?> = || f1l|? + || f2]|? fiir f; € M) aus. O

Hier noch ein Hinweis zur Wichtigkeit der Orthogonalitét bei Aufgabe 10.1.(a).

Satz 10.2. Sei H ein Hilbertraum. Dann gibt es abgeschlossene, aber nicht zueinander ortho-
gonale My, My C H, sodass My N My = {0}, aber My + My = My+M>s nicht abgeschlossen
15t.

Beweis. Seien {e;}jcny und {f;}jen zwei zueiander orthogonale Folgen orthonormaler Vektoren
in ‘H. Seien dann

1
M, =span{e; : j € N} und M, = span{e; + Efj : j € NL

Dann sind My, My per Definition abgeschlossen und M; N My = {0}. Jedoch ist M; nicht
orthogonal auf M. Zudem ist die direkte Summe M;j-+M> nicht abgeschlossen. In der Tat gilt
zwar j~1f; € My + Ms fiir alle j € N, doch die Folge der Partialsummen

N

> ;fj

j=1

hat keinen Grenzwert in My + M. (Beobachte, dass || 3~ JT % = Zj21j_2 < 00.) Wenn
es doch so wiire, so kénnten wir » ., %fj = my + mgo fiir gewisse my € My, (k = 1,2) schreiben.
Das wiirde aber bedeuten, dass notwendigerweise ma = > jzl(ej + 71 f;) sein muss. Da diese
Reihe jedoch nicht konvergiert, kann i>1 % f; nicht in My + M> sein. O

10.2 Resolventen (14. Juli 2022)

Satz 10.3 (Neumann). Sei K ein Korper, (X,| -||) ein K-Banachrraum und S,T € B(X).
Angenommen T sei bijektiv und so, dass ||[ST!|| < 1. Dann ist auch S +T invertierbar und die
Reihen

S MRS = ()T T = (54 1)

n>0 n>0

konvergieren in Operatornorm.
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Der folgende Beweis funktioniert streng genommen nur auf endlichdimenionalen Hilber-
traumen, da wir das Konzept von abgeschlossenen Operatoren noch nicht kennen. Wir machen
auf die entsprechende Stelle im Beweis aufmerksam. Man kann die Behauptung auch aus Satz
XV.12 erkennen, denn

(S+T) ' =[ST '+ )T =T (ST +1)=T' 1~ (-ST ) =T"") (-ST )™
n>0

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass S+7T injektiv ist. Anschliefend untersuchen wir die Konvergenz
der Reihen. Dann zeigen wir, dass die Reihen konvergieren und das Grenzelement ein Rechts-
und Linksinverses zu S + T ist. Diese Tatsache zeigt die Surjektivitdt und damit die Gleichheit
von (S +T)~! und den Reihen.

(1) Injektivitét: Es gilt
(T + S)z|| > | Tx]| — |[Szl| = |Tzl| = |ST™ Tz|| > | Tz (1~ |ST~H) > 0.
Somit ist ker(T" + S) = {0}, also ist S + T injektiv.

(2) Konvergenz der Reihen: Fiir N € N definiere die Partialsumme

N N

Ay = ()" Y (ST =) (-)(T'S)"T "

Wir zeigen, dass (Ax)veny € B(X) eine Cauchyfolge ist. Da B(X) ein Banachraum ist, folgt
daraus, dass (An)nen — A konvergiert fiir ein A € B(X). Seien also M, N € N hinreichend
grof und M > N. Dann gilt

M
Ay — ANl =1 > (=) T HSTH)"|
n=N-+1
M—-N-1
< THISTHNTE > IS
n=0

— —1N+1 —
<|TH ST Y st
—— N—— N——

n>0

=const <1 <1

und die rechte Seite konvergiert gegen Null, wenn N, M — oco. Wir haben also

Ay =Y (-1)"T7HST)" € B(X)

n>0
in Operatornorm gezeigt.

(3) Rechts- und Linksinverses: Wir zeigen nur, dass limy_,o, Ay ein Rechtsinverses zu S + T
ist. Dass es auch ein Linksinverses ist, folgt analog. Wir haben

N
(S+T)Ay =1+ ST (-)™(STH)" =1+ (-)N(ST HN*.

n=0

Daraus folgt ran(Ay) € D(S + T') und auerdem konvergiert (S +T)Ay — 1. Fir ¢ € X
erhalten wir sowohl Axvy — At als auch (S + T)Any — 9. Jetzt verwenden wir, dass
S 4+ T ein abgeschlossener Operator ist; dies folgt aus der Tatsache, dass T" abgeschlossen
ist (notwendig, damit 7! sinnvoll definiert werden kann; wenn 7" nicht abgeschlossen wiire,
so wire p(T) = () und, dass S relativ T-beschrinkt mit 7T-Schranke < 1 ist. Aus der
Abgeschlossenheit von S+ T folgt Ay € D(S+T) und, dass (S+T)Ayp = 9 fiir alle ¢p € X.
Somit ist (S + T)A = 1 wie behauptet.
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(4) Surjektivitdt: Aus dem letzten Argument folgt insbesondere, dass S + T surjektiv ist. Zu-
sammen mit der Injektivitat folgt, dass S + T bijektiv ist und, dass die Resolvente durch
A= ano(—l)”T_l(ST_l)” gegeben ist.

O]

In den Hausaufgaben zeigen Sie die folgenden Identititen.

Satz 10.4 (Resolventenformeln). Fiir lineare Operatoren T, S in einem Banachraum gelten
T S t=T"YS—T)S =SS —T\T', falls 0 € p(T)Np(9),
(T—2)"=(S=2)"'=(T -2 (S=T)(S—2"", fallsz€p(T)Np(S),
(T—2)'—T—-w)'=G-w)(T-w) YT -2)"", falsw,zcp(T).

Beweisskizze. Schreibe T™! = T=185~1 und forme so um, dass die gewiinschte Behauptung
entsteht. n

Die Formeln gelten auch fiir unbeschrdinkte Operatoren sofern die Definitionsbereiche von
T und S passend sind. (Beispielsweise gilt die erste Identitdt der ersten Zeile, wenn D(S) C
D(T). Die zweite Identitat gilt, wenn D(T") C D(S). Beide Identititen gelten, wenn D(T) =
D(S).) Beachten Sie, dass 7" und S im Allgemeinen nicht kommutieren, d.h. die Reihenfolge
der Operatoren auf beiden Seiten der Gleichungen ist wichtig. Beispielsweise ist im Allgemeinen
T-! - St £T-15-1Y(S~-1T).

Satz 10.5. Sei (X,|| - ||) ein komplexer Banachraum und T € B(X). Dann gelten folgende
Aussagen.

(a) Die Resolventenmenge p(T) C C ist offen, sprich fir alle w € p(T) gibt es ry > 0, so-
dass auch {z € C : |z —w| < ry} C p(T) gilt. (Dementsprechend ist o(T) = C\ p(T)
abgeschlossen.)

(b) Firw e p(T) gilt ||(T —w)~1| > [dist(w, o(T))] .

(c) Seiw € p(T) und ry, := |(T —w)~||7t. Dann konvergiert die Reihe

Y (= w)"(T —w) " = (T = 2)™!

n>0

in Operatornorm fir alle z € C mit |z — w| < ry. (Das heifst die Abbildung p(T) > z —
(T — 2)~! € B(X) ist komplex analytisch.)

(T — 2)7|| — 0 fiir n — oo. (Das heifst die Abbildung p(T) > z — (T — 2)~! € B(X) ist
normstetig.)

(d) Seien z € p(T) und (z)nen C p(T) eine Folge mit z, — z. Dann gilt |(T — z,)"' —

(e) Es gilt o(T) C{z € C: |z| <|T|}.

Beuweisskizze. (a) Seiw € p(T) sowie ry, := ||(T—w)~t||~! > 0. Zeige dann, dass By, (1) C p(T),
indem man fiir z € By (ry) zeigt, dass (T — z)~! als Neumann-Reihe geschrieben werden
kann.

(b) Seiw € p(T) und ry, == ||(T—w) Y|~ > 0. Verwende dann By, (7)) C p(T), um die Aussage
zu folgern.

(c) Fiir w € p(T) und ry := [[(T — w)~ Y|~ ist w — z mit z € By(ry) eine kleine Stérung
im Sinne, dass ||(w — 2)(T — w)~!|| < 1. Das bedeutet, dass auch T —w +w —z =T — 2
invertierbar ist. Schreibe nun (T — z)~! als Neumann-Reihe.

(d) Fiir z € p(T) sei wieder 7, := ||[(T — z)~!|7! > 0. Betrachte alle Folgenglieder z, von
(2n)nec mit z, € B,(r,), dass auch T — z, invertierbar ist. Vergleiche dann die zu z und z,
gehorenden Neumann-Reihen in Operatornorm.
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(e) Seiz e C\{0} so, dass |z| > ||T||. Wir behaupten, dass z € p(T'). Beobachte dazu ||T'/z|| < 1
und verwende dies, um (T — z)~! als Neumannreihe aufzuschreiben.
O

10.3 Einige Resultate zum Spektrum bestimmter linearer Operatoren

Weitaus mehr Resultate findet man in klassischen Biichern wie [RS72) [RS78| [Tes14, [Wei00,
Wei03].

Satz 10.6 (Einfacher Spektralabbildungssatz). Sei (X,|| - ||) ein komplexer Banachraum und
T :D(T) — X injektiv mit ran(T) C X dicht. Dann gilt o(T=)\ {0} = {\71: X € o(T)\ {0}}.
Insbesondere gilt Tvp = 21 fiir z € C\ {0} und ¢ € X \ {0} genau dann, wenn T 1ep = 27 14p.

Beuweisskizze. Angenommen z € p(T) \ {0}. Wir zeigen dann, dass 2! € p(T~!). Sobald wir
dies gezeigt haben, folgt — durch Vertauschen der Rollen von T' und 7~! bzw. z und 2! — die
Aussage (271 € p(T71)\ {0}) = (2 € p(T)). Damit wire die Behauptung gezeigt.

Sei also z € p(T) \ {0}. Wir behaupten dann, dass T-* — 27! beschréinkt invertierbar ist.
Tut man so, als wiire T' eine komplexe Zahl, kommt man auf —27(T — z)~! als Resolvente von
T—1 — 27! denn

1 Tz
1 1~ =T — :
T =z ZTz T-2
Dies Nachzurechnen ist Teil der Hausaufgabe. O

Wir erinnern an die Definition (oder Charakterisierung) unitérer Operatoren.

Satz 10.7 (Definition und Charakterisierung unitérer Operatoren). Sei (H, (-,-)) ein komplexer
Hilbertraum und U € B(H). Dann heifst U unitir genau dann, wenn eine (und damit alle) der
folgenden Aussagen gelten.

1. Es qilt UU* = U*U = 1y. (Typischerweise als Definition angesehen.)
2. U ist surjektiv und fir alle x,y € H gilt (Ux,Uy) = (x,y).

3. U ist surjektiv und isometrisch, d.h. |Uz| = ||z|| fir alle z € H.

4. ran(U) ist dicht in H und fir alle x,y € H gilt (Uz,Uy) = (z,y).

Beweis. (1) = (2) = (3) sind klar. Aus der Polarisationsidentitit ((z,y) = 4[|z +y||*> — ||z —
yll? +illz +dyl® — illz — iy||’]) folgt (3) = (2).

Um (2) = (1) zu sehen, bemerkt man, dass (Ux,Uy) = (z,y) fir alle z,y € H impliziert,
dass U*U = 1y (d.h. U ist isometrisch). Insbesondere ist U* eine Links-Inverse von U. Das
bedeutet U ist injektiv. Zusammen mit der geforderten Surjektivitdt von U bedeutet das, dass
U bijektiv mit Inverser U™ ist.

Die Implikation (2) = (4) ist offenbar. Die Implikation (4) = (2) folgt aus der Tatsache,
dass Isometrien von oben und unten beschrénkt, sowie der Annahme, dass ran(U) dicht in H
ist, siehe auch Lemma [L0.8| unten. O

Lemma 10.8. Sei X ein Banachraum und T € B(X). Dann ist T genau dann beschrdinkt

invertierbar, wenn T' nach unten beschrinkt ist — im Sinne ||Tz|| 2 ||z|| — und, dass ran(T) C
X dicht ist.

Beweis. “=":Da T invertierbar ist, ist ran(T") = X und es gibt T~ : D(T) — X (mit D(T) = X
oBdA, da T beschrinkt ist), sodass 71T = 1x. Daraus folgt ||z|| = |T'Tx| < [|T7Y||Tx],
also || Tx|| > Izl womit gezeigt ist, dass T' von unten beschrinkt ist.

=
“<”: Wenn T von unten beschréinkt ist, so ist 7" injektiv. Andernfalls gébe es z € D(T)\ {0},
sodass Tz = 0. Doch dann wiirde 0 = ||T'z|| 2 ||z| > 0 gelten, was widerspriichlich ist. Es ver-

bleibt zu zeigen, dass T surjektiv ist, sprich, dass ran(7") = X gilt. Dass ran(7") dicht in X liegt
ist, ist gleichbedeutend mit X = ran(7). Es geniigt also zu zeigen, dass ran(7") = ran(7) gilt,
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also ran(7T") abgeschlossen ist. Wegen Lemma geniigt es zu zeigen, dass ran(7) vollsténdig ist.
Sei also (Yn)nen C ran(7') eine Cauchyfolge, die wir als (Txy, )neny mit (zy)nen C D(T) schreiben.
Aus der unteren Beschrénktheit von T folgt ||(xn—xm)|| S | T (xn—2m)||; ergo ist auch (zy,)nen C
D(T) = X eine Cauchyfolge. Sei z € X der zugehorige Grenzwert x = lim,,_,o0 5. Da T be-
schrinkt (also stetig, sh. Lemma XV.4) ist, gilt limy,,— o0 ¥ = limy, o0 (T2) = T(limy 00 ) =
Tz € ran(T), das heifit die Cauchyfolge (yn)neny C ran(7') mit der wir gestartet sind, konver-
giert gegen ein Element in ran(7"). Also ist ran(7") vollstindig (bzw. abgeschlossen), was zu
zeigen war. Wir haben also die Bijektivitdat von T' gezeigt. Zusammen mit der Beschrénktheit
von T und dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (siehe auch Wiki), folgt, dass T" beschrinkt
invertierbar ist. Dies schlieft den Beweis. O

Bemerkung 10.9. Operatoren mit dichtem Bild sind nicht notwendigerweise invertierbar. Be-
trachte A : 2 — (? definiert durch 2 > o = (2,)neny — Az := (27", )nen. Dann ist die
Menge aller endlichen (bzw. kompakt getragenen) Folgen Y = {y € CY : 3m € N, sodass y =
(Y1, -, Ym, 0, ...)} in ran(A) enthalten. AuBerdem ist Y C ¢2 dicht. (So wie C°(R?) dicht in
L?(R%) liegt.) Jedoch gibt es kein x € £2, sodass beispielsweise Az = (1/n),en € £2.

Der hier betrachtete Operator A ist nicht von unten beschrankt. Dazu betrachtet man fiir
N € N die Beispielsfolge

1
("BgLN))neN = <1n>N> .
n neN

Dann sind ||z |l @) ~ N2 aber 277 - 22 oy ~ 27V,
Satz 10.10 (Spektrum adjungierter Operatoren). Sei T' € B(H). Dann gilt
p(T*)={z€C: z€p(T)} und o(T*)={z€C:zec0(T)}

Beweis. Es geniigt die Aussage iiber die Resolventenmenge zu beweisen.

“27: Wenn z € p(T) ist, dann ist T' — z beschriinkt invertierbar, also existiert (T'— z)~! €
B(H). Insbesondere existiert [(T' — z)7!]* = (T* — 2)~! € B(H). Damit ist Z € p(T*) wie
behauptet.

“C”: Da T = (T)*, folgt aus dem eben Bewiesenem (fiir 7% statt T'), dass

{zeC: zep(T)} Cp((T7)") = p(T).
Das heifit, fiir z € p(T™) ist Z € p(T') wie behauptet. O

Satz 10.11 (Spektrum unitérer Operatoren). Sei (H,(-,-)) ein komplexer Hilbertraum und U :
H — H unitar. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Es gilt o(U) C {z € C: |z| = 1}. Weiter haben alle Eigenwerte von U Absolutbetrag gleich
Eins.

(b) Seien A1, A2 € o(U) mit \y # Ao zwei verschiedene Eigenwerte mit zugehéorigen Figenvekto-
ren 11, 1¥a. Dann ist (11|h2) = 0.

Beweisskizze. (a) Dass alle Eigenwerte Absolutbetrag gleich Eins haben folgt durch Betrachten
von ||Uz|| fiir beliebige Eigenvektoren = von U (Hausaufgabe). Wir zeigen noch o(U) C {z €
C: |z| =1}. Aus (e) in Satzfolgt, dass o(U) C {z € C: |z| < 1}. Da auch U~! unitér
ist, folgt aus Satz dass o(U) =oc(U H ) ={z7t: 2€0U )} C{z€C: |2| >1}.
Daraus folgt o(U) C {z € C: |z| =1}.

(b) Aus U* = UL sowie U*th;(= Ul = A '4pj) = Ay (Séitze [10.6/und folgt
(A1 = A2) (Y1, 902) = (U1, 92) — (¢1,Uthe) =0,

wie behauptet.
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10.4 Spektralradius
Behauptung 10.12. Sei A € C"*"™. Dann gilt r(A) < 1 genau dann, wenn

lim A* =0.

k—o0
Wenn andernfalls r(A) > 1, dann gilt limy_. || A*|| = oo (fiir jede Matriznorm,).

Beweis. “<": Angenommen limy_,, A¥ = 0. Sei (v, \) ein Eigenvektor-Eigenwert-Paar von A.
Aus AFv = Nk folgt

0= (lim A")w = lim (AFv) = lim Mo =wv lim A*.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
Da v # 0, folgt limy_,00 A¥ = 0, woraus |\| < 1 fiir alle Eigenwerte von A und damit r(A4) < 1
folgt.

“=7: Aus der Jordan-Normalform wissen wir, dass es invertierbares S € C™*™ und block-
diagonales J € C™ " gibt, sodass A = SJS~! mit

Jml ()\1) 0 0 0
0 sz()‘2) 0 0
J = , 1<s<n,
0 0 Jwo (o) O
0 0 I (As)
wobei
A1 0 0
0 N 1 0
Imi(Ni) = |+ ¢ . oo lecmrmi s 1<i<s
o 0o --- X 1
0 O 0 N

Ty (A1)F 0 0 0
0 Jms(A2)F 0 0
Jk =
0 0 Jm._ (As_1)F 0
0 0 Tms (As)F

Durch Induktion und binomische Formel weist man

O O
. 0 Af (1))‘1‘_ (mi—2)>‘z‘ m;
=1 : SO :
00 (A
0 0 0 A

nach. Wenn r(A) < 1, dann sind alle |\;| < 1, woraus

lim J,,,(\)*=0= lim J*=0= lim 4*=0.

k—oo k—o00 k—o00

Ist andererseits 7(A) > 1, so gibt es mindestens einen Jordanblock Jp,, fiir den ||JE || mit &
wichst. Dies schliefit den Beweis. O

Die Aussagen des folgenden Satzes gelten auch im unendlichdimensionalen Fall.
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Satz 10.13. Sei (X, | - ||) ein endlichdimensionaler normierter C-Vektorraum, A € B(X) und

r(A) :=sup{|A|: A€ d(A4)}

der Spektralradius von A. Sei || - || eine beliebige Norm auf X und || - ||lop die zugehdrige Opera-
tornorm. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Es gilt | Allop = r(A).

(b) Es gilt die Gelfandsche Formel limy, oo (|| A™|op) /™ = 7(A).

(c¢) Sind speziell (X, (-,-)) ein C-Hilbertraum und ||z| = \/(z,z), € X, die durch das Skalar-

produkt auf X induzierte Norm sowie A normal, d.h. AA* = A*A, so gilt || Allop = 7(A).

Beweis. (a) Fir alle £ € N und jedes Eigenvektor-Eigenwert-Paar (v, \) von A gilt (dank der

Submultiplikativitéit der Operatornorm)
k k k k
(Aol = (A0l = |A%]| < [[A][]lv]] -

Da v # 0, ist
AP < AF = A < [ AR)VE

Die Aussage folgt dann, indem man k£ = 1 setzt und A\ als den betragsméifiig gross ten
Eigenwert von A wahlt.

Nun zum Beweis von Gelfands Formel mit Hilfe von Proposition [10.12

Satz 10.14. Sei A € C™" und r(A) = max{|\| : A € 0(A)}. Es gilt r(A) = limy,_, o, || A¥||*/*
in jeder Matriznorm || - ||.

Beweis. Fiir alle € > 0 definiere

Av =Ty
Dann folgt
() = A a4 <1< (Al
Ti_r(A)ﬂ:s und (A4 r(A-).

Wir wenden nun Behauptung auf A4 an und sehen, dass limy_, Aﬁ = 0. Das bedeu-
tet, dass es Ny = Ny(g) € N gibt, sodass fiir alle K > N, wir haben, dass ||A%| < 1. Per
Definition von A, folgt

|AF|[M* < r(A) +e.

Analog folgt aus Behauptung [10.12] fiir A_, dass es N_ = N_(g) € N gibt, sodass fiir alle
k> N_ gilt, dass |A* || > 1. Daraus folgt

JARIS > r(A) —e.

Wir kombinieren diese beiden Aussagen nun. Dann gibt es fiir allee > 0 ein N = N(¢) € N,
wie beispielsweise N := 1 + max{N, (), N_(¢)}, sodass fiir alle k > N gilt, dass

r(A) —e < |AF|VF < r(A) + €.

Dies ist gleichbedeutend mit
lim [[A%[1% = r(A),
k—o00

was den Beweis von Theorem [[0.14] schlief3t. O
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Wir verwenden Gelfands Formel aus Teil (b). Zunéchst folgt aus der Normalitéit von A die
metrische Gleichheit

1AY]1* = (A, Ap) = (, A*AY) = (¢, AAY) = | Ap|*.

(Beobachte, dass dies stérker als die allgemeingiiltige Gleichheit ||A|| = ||A*|| ist.) Dann folgt
aus ||A]|? = ||A*A]|, dass

1A = [ A"A|| = max [|A* Az, || = max||AAz| = | A%
[lf|=1 —~

Durch Iteration folgt daraus ||A%"| = ||A[|?*™ und mit Gelfands Formel
P(A) = Tim A" = tim A% = a]

O]

Beispiel 10.15 (Input-Output-Analyse nach V. Leontieff). (a) Eine Volkswirtschaft besitze die

Industrien X1, ..., X, die gewisse Outputs erzeugen. Um einen Output im Wert von 1 EUR
zu erzeugen, bendtigt Industrie X; Inputs der Industrien X; im Wert von a;; EUR fiir
i =1,...,n. Dabei ist verniinftigerweise

n
0<ay firi,j=1,..,n und Y ay<1l firj=1,.,n (10.1)
=1

anzunehmen. Produziert nun jede Industrie X; einen Output im Wert von z; EUR, so stehen
fiir Konsumenten nur noch die Outputs x; — 22:1 a;;x; zur Verfiigung. Das Problem besteht
darin, genau soviel zu produzieren, dass eine gegebene Nachfrage d = (d1, ..., d,) befriedigt
werden kann.

Dazu schreibt man x = (z1,...,z,) fir den Produktionsvektor und fithrt die Matrix A :=
(a;j) € R™™ ein. Zu losen ist dann die Gleichung z — Az = d oder (1 — A)z = d.

Nun folgt aus ([10.1)) sofort ||Alj1—1 = maxi<j<n >y |Aij| < 1 (Spaltensummennorm). Also
konvergiert die Neumannsche Reihe (1 — A)~! = > n>0 A" Da alle Matrixeintriige von A
nicht-negativ sind, sind auch alle Matrixeintrige von (1 — A)~! nicht-negativ.

Beispiel: Fiir die Industrien Kohle, Stahl und Elektrizitdt hat man die Matrix

0 0,15 0,43
A=10,02 0,03 0,20
0,01 0,08 0,05

Es gilt [[Allcosco = maxi<i<n Y5y [Aij| = 0,58 (Zeilensummennorm), [|All1—1 = 0,68 und
|Allas = (Z?’:l p(A)?)Y/? = 0,51 (Hilbert-Schmidt-Norm). Mit den Eigenwerten 0, 204, —0, 043
und —0, 081 ergibt sich fiir den Spektralradius r(A) = 0,204. Weiter ist

1,00892 0,19711 0,49817
(1—A)~1=10,02340 1,05372 0,23243
0,01259 0,09081 1,07745
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11 11. Tutoriumsblatt (28. Juli 2022)

Tipps zur Vorbereitung auf die Klausur:

e Lernen Sie den Inhalt der Vorlesung nicht einfach auswendig. Investieren Sie Zeit darin, die
Aussagen der einzelnen Lemmata und Sétze zu verstehen. Stellen Sie sich dazu folgende
Fragen: Warum ist dieser oder jener Satz wichtig? Wo und wie kann man ihn anwenden?

e Machen Sie sich mit den Voraussetzungen und Konsequenzen (oder Aquivalenzen) der
Lemmata und Sétze vertraut. Stellen Sie in den Beweisen fest, wo welche Annahme wie
stark gebraucht wird. Wie &ndert sich die Aussage, wenn Sie eine Annahme abschwichen
oder weglassen? Welche weiteren Annahmen wéren natiirlich zu fordern, wenn man die
Aussage verstiarken wollte?

e Entwickeln Sie ein Verstdndnis dafiir, wie die einzelnen Lemmata und Sétze miteinander
in Beziehung stehen. Welche Lemmata wurden aus welchen Griinden fiir den Beweis eines
Satzes gebraucht?

e Zur Ilustration der Aussagen der Sitze gehen Sie griindlich durch die einfachen Beispie-
le in den Vorlesungsnotizen sowie die Ubungs- und Tutoriumsaufgaben durch. Machen
Sie sich damit vertraut, fiir welche Art von Problem welche Methode angewandt wurde.
Durchdringen Sie, warum diese oder jene Methode verwendet wurde. Gibt es alternative
Beweismethoden?

Folgende Punkte sollten Sie unter Anderem aus der Vorlesung mitgenommen haben:

(1) Euklidsche Ringe und euklidscher Algorithmus.

(a) Definition euklidscher Ring (Definition XI.1, Lemma XI.2).

(b) Definition und Charakterisierung von ggT(a, b) und kgV(a, b) (Definition XI.3, Lemma-
ta XI.4-5, Ubungsblatt 2).

(c¢) Euklidscher Algorithmus (S. 130-131 im Skript oder Satz im Tutoriumsblatt).
(d) Beispiel in Z oder Z, mit p Prim (Ubungsblatt 1).
(e) Definition von Prim und Zusammenhang mit Unzerlegbarkeit in euklidschen Ringen

(Ubungsblatt 1).

(2) Polynome.

(3) Minimalpolynom und Cayley—Hamilton.

(a) Polynome von Endomorphismen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen.

(b) Definition Minimalpolynom. Existenz, Eindeutigkeit und einfach obere Schranke fiir den
Grad des Minimalpolynoms. (Definition XII.1, Bemerkung, Lemma XII.2).

(c) Cayley-Hamilton (Satz XII.3), verbesserte Schranke an Grad des Minimalpolynoms.
Berechnung des Minimalpolynoms anhand von Beispielen (Ubungsbléatter 3—4).

(d) Zusammenhang zwischen charakteristischem Polynom und Diagonalisierbarkeit (S. 138—
139 im Skript oder Satz im Tutoriumsblatt).

(e) Zusammenhang zwischen Minimalpolynom und den Eigenwerten sowie der Diagonali-
sierbarkeit (Sétze [2.4 im Tutoriumsblatt).
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(f) Optional: Anwendung von Cayley—Hamilton zur Berechnung analytischer Funktionen
von Matrizen (Abschnitt im Tutoriumsblatt).

(4) Jordansche Normalform.

(a) Eindeutige Zerlegung des Minimalpolynoms in Potenzen normierter, irreduzibler, paar-
weise teilerfremder Polynome geméfl Korollar XI1.12 = Hauptraumzerlegung (Satz XII1.9
oder Satz im Tutoriumsblatt. Ubungsblatt 4).

(b) Charakterisierung nilpotenter Matrizen (Satz im Tutoriumsblatt).
(c) Jordanisierung nilpotenter Matrizen (Satz XIII.2 oder Satz im Tutoriumsblatt)

(d) Jordansche Normalform fiir Matrizen iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern, wie
bspw. C. (Satz XIII.3 oder Satz im Tutoriumsblatt. Ubungsblétter 4-6.).

(e) Zusammenhang zwischen Grole der Jordanblocke und algebraischer Vielfachheit (Satz XIII.3
oder Satz im Tutoriumsblatt).

(f) Optional: Zusammenhang zwischen Gréfie der Jordanblocke und geometrischer Vielfach-
heit (Satz im Tutoriumsblatt).

(5) Singuldrwertzerlegung.

(a) Bra-Ket-Notation von Dirac (Definition XIV.1).

(b) Darstellung der Einheitsmatrix, selbstadjungierter und allgemeiner Endomorphismen in
Bra-Ket-Notation (Lemma XIV.2).

(c) Singulirwerte und Singulirwertzerlegung (Satz XIV.3, Ubungsblatt 7).

(d) ker(®) = ker(®*®) und ker(®*) = ker(®d*) fiir Endomorphismen ¢ in komplexen
Vektorrdumen (S. 156 im Skript).

(e) Optional: 0(AB) = o(BA), aber Singulérwerte von AB stimmen nicht unbedingt mit
denen von BA iiberein. Min-Max-Prinzip. Einfache Schranken fiir Singulérwerte (Auf-

gaben im Tutoriumsblatt).

(6) Hilbertraume und Operatoren.
(a) Definitionen Vollstdndigkeit, Offenheit, Abgeschlossenheit, Banachraum, Hilbertraum
(Definition XV.1 und anschlieBende Bemerkung, oder [0} Tutoriumsblatt).

(b) Definitionen Operatornorm, beschrinkte lineare Operatoren und Dualraum (Definiti-
on XV.2, Lemma XV.3).

(c) Eigenschaften und Charakterisierungen Operatornorm und Beispiele (Lemmata XV.5,
XV.4, XV.6, Satz XV.13, Ubungsblitter 8-9).

(d) Orthogonale Komplemente (Satz XV.8, Korollar XV.9, Ubungsblatt 10)
(e) Rieszscher Darstellungssatz und adjungierter Operator (Satz XV.10, Korollar XV.11)

(f) Resolvente, Resolventenmenge, Spektrum, Neumann-Reihe (Abschnitt XV.3 im Skript
und Ubungsblitter 11-12).

(g) Optional: Spektralradius (Satz [10.13[im Tutoriumsblatt).
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