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LMU MUNICH, INSTITUTE FOR MATHEMATICS

DIE AUSSERDIAGONALELEMENTE A+ﬁA~
SIND NICHT HILBERT-SCHMIDT

KONSTANTIN MERZ UND CHRISTOPH KEHLE

Satz 1 (A+ﬁA‘ ist nicht Hilbert-Schmidt). Es sei Do = o - p + B der freie
Diracoperator, welcher auf H = L*(R3 : C*) selbstadjungiert realisiert ist. Die
Projektoren auf den positiven H4 beziehungweise negativen ’HJFL Spektralbereichen
von Dy werden mit Ay bzw. A_ bezeichnet. Sie sind mittels der Gradierung durch
Ay = %(1 +7) gegeben, wobei die Gradierung durch den freien Diracoperator er-
zeugt wird und T = m"—l ist. Nun gilt

(0.1) K = A+l A ¢ GH(HE — Hy).

Beweis. Da im Fourierraum der Operator K ein Integraloperator ist und die Spur
invariant beziiglich unitéren Transformationen ist, werden wir die Spur von K*K
im Fourierraum bilden. Um den Integralkern zu berechnen wird bemerkt, dass

ﬁf—lmp) - (T-}F « @)

gilt und A4 zu Matrixmultiplikationsoperatoren im Fourierraum werden. Daher gilt

(0.2) (F

\"‘»w;y»/

(K@) = (FKFP(p) = <fA+f—1f—1—f-1fA_f-1f>(p>

]
=A+<p>(,,—112-*A_f>(p>= / MO lA(q)()dq

Um zu tberpriifen, ob der Integralperator K ein Hilbert-Schmidt-Operator ist,
berechnen wir seine Hilbert-Schmidt-Norm, welche durch

(0.4) K13 = [ Spes |10, dp da,

(0.3)

mit dem Integralkern K(p,q) = A+(p )‘———q—]'gA (q), definiert ist. Dazu bemerken
wir zunschst, dass mit Sp(a) = Sp(8) = Sp(aB) = Sp(L) = 0 die Spur in C* des

Date: 06. November 2015,
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2 KONSTANTIN MERZ UND CHRISTOPH KEHLE

Kerns
oa-p+p oa-q+p pg+1
05) Splll+—mmLt ) (1- L )| =d |1 - ——————

ist. Hierbei ist ¥ = diag(c, o). Substituiert man nun 2u ;= p—gund 2v = p+gq
und verwendet Kugelkoordinaten fiir die neuen Variablen wird das Integral modulo
einer Konstanten zw:

oo oo 1 2,2 2,2
/ du / dv / dz |1~ v+l u Z
0 0 -1 V4 u?+0?2)?2 —due?e? | u

o oo 2,2 2 2
= / du / dv {2 — _v___u_j—_l arcsin —,—%UP—L— v
0 0 ful [v| T+u?+0? )] u?

Der zweite Summand im Integral wird positiv fiir den Fall, dass u? > v% + 1 ist.
In diesem Fall kann man auch arcsin{z) > z fiir & > 0 nach unten abschétzen und
erhdlt mit ¢ > 0:

2 —u? 417 22
/SpC4 lI{ p,p! dp>C / d'l,l,/ dv ]: m} —'LL—2
7

(0.6)

w?>u241

zef [ ‘/f“

u2>v2+1

(0.7)



KRITERIEN FUR DIE REGULARITAT VON POTENTIALEN DES
DIRAC-OPERATORS — DER SPEZIALFALL DES COULOMBPOTENTIALS

KONSTANTIN MERZ UND CHRISTOPH KEHLE
MERZ@MATH.LMU.DE KEHLEQMATH.LMU.DE

ZUSAMMENFASSUNG. Im Folgenden werden wir die Definition der Regularitdt von Stérungen .
des Diracoperators motivieren und Kriterien hierfiir finden. Es wird sich herausstellen, dass
das Coulombpotential —-T’m\— mit A € (0,1) nicht mit diesen Kriterien untersucht werden kann

und es einer gesonderten Behandlung bedarf.

Date: 9. Mai 2016

Mathematisches Institut
Ludwig—Maximilians—Universitit Miinchen .




1. DEFINITION DER REGULARITAT

Wir betrachten den freien Diracoperator Do auf dem Hilbertraum # = L?*(R? : C*) mit der

Gradierung 7 = TD—(LI und wollen Kriterien fiir die Regularitéit einer Stérung durch ein externes

Potential V herleiten. Es seien A} = (1 + [De |) die Projektionen auf den positiven bzw.

negativen Spektralraum des freien und Ay = 5 (1 + TD_I) die Projektionen auf den positiven bzw.

negativen Spektralraum des gestorten Diracoperators. Mit f € AyH=H, undge A_H =H_
definieren wir neue Erzeuger und Vernichter mittels der Bogoliubov Transformationen

(11) 0! (f) = a(AS.£) + b (A £) = a(AY AL f) + b7 (A% Ay f)
(1.2) v'(g) = a*(A%g) +b(A%g) = a*(ASA_g) — b(AZA_g)

. . . AlAy ASA_ . i .
Die Transformationsmatrix U = ( A‘_)—_F Ai Ab_,h A ) ist unitdr, dh. es gilt
err [ Gdu, 0O . [ g O o o
U*U = < 0 idy ) und UU* = ( 0 idyo | Das Kriterium von Shale-Stinespring
sagt, dass die Transformation U genau dann unitér implementierbar ist und es damit genau einen

gekleideten Vakuumszustand gibt, wenn die Auferdiagonalterme Uy = A QA_ und U_y
A% A, Hilbert-Schmidt Operatoren sind. Damit ist auch die Differenz wieder Hilbert- Schnndt
d.h. es muss

(1.3) AN —A A=A A0 —(1— ADAS = A (A + AS_) - Af = A4OAS € S?
sein. Die Bedingungen sind sogar dquivalent, denn
tr(|AL AL — A_ASP) = (A A%) + tr(A_AY) — (A2 A A_AT) — tr(ASA-ALAD)
2 2
= [|AAZ ], + [|AS Al

Wir kénnen damit definieren, wann wir ein Potential regulér nennen.

(1.4)

Definition 1.1 Das Potential V ist regulir, wenn Ay — A% € 2 ist.

Bevor wir fortfahren, bemerken wir, dass im Sinne von Cauchy
1 [/ d 1 [ d
(1.5) —/ 1_ = ~—/ s/ sgn(a) arctan(z)|” = sgn(a)
T)owat+in T J_ga?+1? T —oo

gilt. Mit Hilfe des Spektralkalkiils fiir unbeschrénkte, selbstadjungierte Operatoren, kann man
deshalb

(1.6) sgn(D(o)) =

_._E__
D(o) + 277

schreiben. Wir werden spiter auch Kriterien fiir die Selbstadjungiertheit von D finden.
Die Differenz kann man mit obigem Wissen auch umschreiben in

1 0 1 o 1
(1.7) Ay —AY = -2-7;/_ (Ry — Rop)dn = o /_Oo (R1+ Rp)dn = 57;(@1 +Q2)

mit R, = (D — in)~Y, Roy = (Do —im)~ 1 Ry = —RoVRo und Ry = RoV RV Ro(1 + VRy)™!
Den Index 7 Werden wir in Zukunft mcht mehr hinschreiben. Die zweite Identitdt folgt aus
zweimaligem Anwenden der zweiten Resolventengleichung

(1.8) Ro — (—~R) = —RoVR = —RoV R + RoVRoV Ro(1 + VRo) ™,
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da R = Ro(l -+ VR())"1 ist.
Wir kilmmern uns zundchst um @1 im Fourierraum:

(1.9a) F(Rof)(p) = FRoF~1£(p) = Ro(p) f(p)
(1.9b) F(V - Rof)(p) = (V * Rof)(p)
(1.9¢) F(RoV - Rof)(p) = Ro(®)(V * Rof)(p)
Damit ist

(1.10) (@) = / Q1(p,0) f(a)dq

mit dem Integralkern von @1 modulo Konstanten

L ap+ B +iny ag+ B +1in
,q) = TR Iy — )2
Qi(pa) /_oo TP 12 ( )q2+1+n2

| I (ap + B)(aq + B) + ina(p +q) +26) — 7’
(11) ' - /—oo dnvip—a) P +1+72)(@+1+7?)
_ WV(p -4q) ((ap+ B)ag+B) 1)
ep+ € €peq

und dem Quadrat der Energie e?, = p? + 1. Analog koénnte man mit dem Integralkern fiir Q»
verfahren. '
Im Folgenden Kapitel werden wir folgende Aussage beweisen:

Satz 1.2 Erfillt das Potential V die Integralkriterien (2.3) und

o ist Vi € L3, so ist D selbstadjungiert
o ist V4 € LFH0 fiir beliebiges 6 > 0, V relativ Do-kompakt und relativ Do-beschrankt mit
Dyg-Schranke kleiner als 1, so ist V ein regulires Potential.

In Kapitel 3 werden wir die Bedingungen untersuchen, die das Coulombpotential erfiillen muss,
um reguldr zu sein.




9. HINREICHENDE KRITERIEN FUR DIE REGULARITAT

Im ersten Schritt verwenden wir die Dreiecksungleichung und erhalten, dass

(2.1) AL — AL, < 2 (1Q1ll + 1Q2ll)

ist. Potentiale, die [|@1]/, < oo und [|Q2]|, < oo erfiillen, sind damit regulir. Wegen der Verwen-
dung der Dreiecksungleichung sind diese Kriterien hinreichend aber nicht notwendig.

2.1. Integralkriterien aus Q. Mit Hilfe von A% (p) — A% (p) = sgn(Dy) = i’é;—fg und etwas
Algebra bestimmt man die Hilbert-Schmidt-Norm von ¢y zu:

(2.2)
IQull3 = / dp dq tre« Q7 (p, ) Q1 (s 0)]
Vo—q)|
= const /dp dq (e,,p+ ej)z trea [A(i(p)Ap_ (q) + A% (p)Ag(Q)]
V(p —q) 2 (pta@)g+t

p-q + e e
— const [ dpd - - st
cons / p dg ey T on? ( ol ) cons / p |V (p) dg——— (eora +eo)?

Man entwickelt nun das Integral iiber ¢ fiir grofe und kleine p. Man stellt fest, dass es fiir kleine
|p| durch const p® und fiir grofe |p| durch const |p| beschrinkt ist. Dies fithrt auf die Bedingungen

R 2
(2.3a) [ wljrw)| <o
Ipl>a
und
N 2
(2.3b) l/ﬁW@]<w
|pl<a

fiir ein a > 0. Das bedeutet, dass man das Potential in einen Infrarot- und einen Ultraviolettteil

(2.4) V(p) = Vi(p) + Va(p)
mit suppVi C {|p| > a} und suppVs C {|p| < a} zerlegen kann. Das bedeutet, dass
(2.5) Ve (HY? + HY)(R®)

ist. Wir fassen unser Ergebnis in einem ersten Satz zusammen.

Satz 2.1 Egistiert ein a > 0, sodass das Potential V € (HY/? 4+ H')(R3) im Sinne der Integrale
(2.3), dann ist Q1 ein Hilbert-Schmidt-Operator.

2.2. Kriterien fiir die Selbstadjungiertheit. Damit D = Dy+V selbstadjungiert ist, miissen
wir zeigen, dass V relativ Dg-beschréinkt ist mit Do-Schranke o < 1. Es muss also ein 0 < a <1
und ein 0 < § geben, sodass

(2.6) VAl < allDofll + 811l
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fiir alle f € D(Dp) gilt. Mit den Integralkriterien (2.3) ist klar, dass Vo € L; (R3) ist. Mittels der
Hélder- und der Hausdorfl-Young-Ungleichung folgt dann, dass

(2.7) Va1l < [Vall £ < comst. ||| 1171

Funktionen V; € H'/2 kann man immer mit Hilfe des Bessel-Potentials G /2 und einer geeigneten
Funktion w € L?(R3) als Faltung darstellen:

(28) Vl = Gl/2 * W

' 3/4
mit dem Bessel-Potential G/5(x) = const e~l”l fooo el (t+ %2—) dt. Der Integralkern mit
y =2t +12, dy = 2(t + 1)dt und y — (p? + 1)y sieht so aus:

R % 4.973/4(1 4-¢ 3/4 o gl/4
Gl/z(p) = ( ) (Qt -+ t2) / dt = / T y3/4dy
0 4]

(2.9) (P® + 1+ 2t +12)? (P +1+y)
1
= const W = const <p >—1/2

mit dem japanischen Symbol < z >= /1 + z2. Damit ist die H'/2-Norm von V;

Wil = [ @+ 2m 1o )| ap
(2.10) R

2
= const |lw]|? /1 + 472,

Das Supremum von letzterem Ausdruck wird fiir |p| = 27 erreicht.
Als nichstes bemerken wir die punktweise Beschranktheit von Gy /,.

(1+ 27 1p) |Gyap)|

< [|wl3 sup
p€eER3

o -t t t2 —|x| —5/2
(2.11) Gija(z) =/0 e W + 2 1P e % < const ||
wobei wir verwendet haben, dass ( 5 + -—42—5 < const |z —10/3 t+ £ fiir kleine |z| immer
] 2|z] 2
gilt und e~lol (ﬁf + 5—5—,;) < const }:v]'lo/ 8 (t + ﬁ,;) mit Hilfe der Exponentialfunktion auch

fiir grofe |z| gilt. Nun wenden wir die allgemeine Young-Ungleichung an, um eine Abschétzung
fiir die L3-Norm von V; zu erhalten:

(2.12) Vills < 1G1/allg 5 4 10l < const HIx,—S/zHG/S wlly < oo,

da p(z : 2| ™%% > t) = (t72/5)3 = t~6/5 < const t~%/% und damit Gy, € L8/ ist. Somit gilt mit
Hilfe der Sobolev-Ungleichung in drei Dimensionen:

(2.13) IViflly < [IVills 1fllg < const [[Vills [V flly < const [[Villg I Dofll,
Insgesamt hat man also
(2.14) IVl < ex IVilly IDof llo +ca || 151

[[Vi]|; kann nun beliebig klein gemacht werden, indem man die Zerlegung von V' geschickt wihit.
Wir haben damit folgenden Satz.

Satz 2.2 Erfillt V die Integralkriterien (2.3) und ist zudem Vi € L3, s0 ist der gestorte Dira-
coperator D = Do+V fiir eine geeignete Zerlegung des Potentials im Impulsraum selbstadjungiert
auf L2(R3 : C*).




2.3. Kriterien fiir die relative Kompaktheit des Potentials. Nach dem Satz von Weyl ist
das wesentliche Spektrum von Dg stabil unter Stérungen V, wenn

(2.15) (Dp—2)' = (D -2 =(D—2)"'V(Do—2)7},
mit z € p(Do) N p(D), kompakt ist. Da die kompakten Operatoren auf # ein Ideal bilden und

(D — 2)7 ! ein beschrinkter Operator ist, ist 0ess(Do) = Tess(D), wenn V Rg kompakt ist. Wir
kénnen die relative Kompaktheit von V auf lokale Kompaktheit zurtickfiihren.

Satz 2.3 a) Wenn (Do — 2)™1 — (D — )~} kompakt ist, so ist auch
(Do = 2)7' — (D — 2)7') x(|z| < R) kompakt.
b) Wenn (Do — 2)~! — (D — 2)~!) x(|z| < R) kompakt und

Rli_l)n I|[((Do = 2)~* — (D — 2)7) x(|=| > R)||| = 0 ist, s0 ist auch (Do —2)~' — (D —2)~*
kompalkt.

Beweis. AD a) Da, wie oben bereits gesagt, das Produkt eines kompakten Operators mit einem
beschrankten Operators wieder kompakt ist, impliziert (2.15), dass
(2.16) ((Do—2)"" = (D —2)7") x(l=| < R)

wieder kompakt ist fiir alle R > 0. Hierbei ist x(|z] < R) der beschréankte Multiplikationsoperator
mit der charakteristischen Funktion auf dem Ball mit Radius R.
AD b) Wenn andererseits die Differenz der Resolventen bei Unendlich abféllt, also, wenn

(217) Jim [[|((Do— )7 — (D = ) x(lel 2 B)]|| =0,

dann impliziert (2.16), dass (2.15) wahr ist, denn

(D=2 =(D=2)""= (Do~ 21— (D=2)7") x(lz| < R)
+((Do—2)7t = (D = 2)7") x(lz| = R).

Wegen der Bedingung (2.17) fiir den Abfall bei Unendlich, verschwindet der zweite Sunmand
fiir R — oo in Norm. Somit ist die Resolventendifferenz der Limes einer Folge von kompakten
Operatoren in Operatornormtopologie. i

Definition 2.4 Sei H : D(H) — H ein selbstadjungierter Operator auf H. H ist lokal kompakt,
wenn es ein z € p(H) und k > 0 gibt, sodass der Operator (H — z)~*x(|z| < R) kompakt fiir
alle R > 0 ist.

(2.18)

Bemerkung 2.5 Wenn H lokal kompakt ist fiir ein beliebiges z € p(H) und k& > 0, so ist er
auch lokal kompakt fiir alle z € p(H) und alle k£ > 0. Siehe dazu Behauptung 2.2 in [4]

Lemma 2.6 Seien f:[0,00) — C und g : [0,00) = C zwei beschrankte, stetige Funktionen mit
limy oo £(r) = imy_s00 g(r) = 0, dann ist der Operator g(p?)f(z?) kompakt.

Beweis. Siehe dazu Behauptung 2.2b in [4]. 0
Lemma 2.7 Sei D(D) C D(]Dollﬂ). Dann ist der Operator }Doll/2 (D — 2)~! beschrinkt.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass A = 1D0|l/ 2 (D — z)~! ein abgeschlossener Operator ist.
Sei dazu (zn)nen € D(A) mit limp o0 &, = @ und lim,_,00 AzZn, = y. Wir werden nun zeigen,
dass limp_ye0 Az, = Az ist und z € D(A). Zunichst ist klar, dass D(A) = H, weshalb auch

z € H =D(A) ist. Da |Do|"/? und (D — 2)~/2 fiir z € p(D) stetige Operatoren sind, gilt:
-1/2 —-1/2 4. 1/2 -1 _ =1 _ a1
| Do| y = | Do nlglgo | Dol * (D — 2) " 2 = (D — 2) nlglgo Tn=(D—2)""2

(2.19) 12 )
=y=|Do|"(D~2)" 'z
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Da zudem D(|Doll/ 2(D — 2)~1) =  ist und H eine abgeschlossene Menge ist, folgt mit dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen, dass [Doll/ 2 (D — 2)~1 beschriinkt ist. ]

Satz 2.8 Der freie Diracoperator Dy ist lokal kompakt. Insbesondere sind die Operatoren
|Do|™* x(|z| < R) kompakt fiir alle k > 0 und R > 0.

Beweis. Sei z € p(Dp). Da ]Do|k (Do — z)~* ein beschrankter Operator mit stetiger Inverse
ist (gleiches Spektralmaf, also kann man Spektralkalkiil verwenden), ist die Kompaktheit von
(Do — z)"*x(|z| < R) dquivalent zur Kompaktheit von |Do|™* x(|z| < R), denn fiir k = 1 gilt:

(2.20a) (Do — 2)"'x(Jz| < R) = (Do — 2)™" | Do| |Do| ™" x(l| < R)

Wenn |[Do| ™' x(|z| < R) kompakt ist, so ist auch (Do — 2)~!x(|z| < R) kompakt, da (Do —
2)~1|Do| beschrinkt ist.

(2.20b) Dol ™" x(Je| < R) = Dol ™" (Do — 2)(Do ~ 2)"*x(lz] < R)

Wenn (Do—z)'x(|z| < R) kompakt ist, so ist auch |Do| ™! x(|z| < R) kompakt, da |Do| ™ (Do —
z) beschriinkt ist. Nach Bemerkung 2.5 gilt die Aquivalenz dann fiir alle k. Im Impulsraum ist

—k/2
1
2.2 R S

eine beschrinkte Funktion die fiir p — oo verschwindet. Mit Lemma 2.6 folgt, dass | Do| ™ x(|z] <
R) kompakt ist. Somit ist auch (Do — 2)~*x(|z| < R) kompakt, also ist Dy lokal kompakt. O

Falls V relativ Dg-beschriankt mit Schranke kleiner als 1 ist, so ist D selbstadjungiert und
damit insbesondere abgeschlossen. Nehmen wir im Folgenden an, dass D(D) C ’D(tDoll/ %) und

D selbstadjungiert ist, so ist der Operator |D0|1/ 2 (D —2)"! nach dem Satz vom abgeschlossenen
Graphen beschriinkt. Nach obigem Lemma wissen wir, dass Do lokal kompakt ist, weshalb nach

Adjungieren auch x(jz| < R) |Do]_1/ ? kompakt ist. Somit ist auch
(2:22) x(lal < R)(D — =)™ = x(le| < B)| Dol /* |Do|'/* (D = 2)!

wieder kompakt. Man sieht also, dass der Diracoperator bereits lokal kompakt ist, wenn D(D) C
’D({Doll/ ?) ist, also, wenn er wohldefiniert ist.

Um zu zeigen, dass das wesentliche Spektrum unter Stérungen stabil bleibt, bleibt der Abfall
(2.17) zu zeigen. Fiir relativ beschrénkte Potentiale verwenden wir dazu die zweite Resolventen-
gleichung

(2.23)

lim |[[((Do—2)7" = (D~ 2 xllal > R)|| = Jim_[[|(D =27 V(Do ~ 2" xlal = R,

um die Bedingung (2.17) zu vereinfachen. Wir fassen zusammen:

Satz 2.9 Sei D = Do+ V selbstadjungiert und

(2.24) lim |||V(Do - 2)"'x(lz| = R)||| =0
R—00

mit z € p(Dyg). Dann ist 0ess(D) = (—00, —1] U [1,00).

Bemerkung 2.10 Wir bemerken, dass die Bedingung (2.24) eine sehr schwache Bedingung an
das Potential V ist. Nehmen wir an, dass V ein Multiplikationsoperator ist, dann ist sie dquivalent
zZu

(2.9 Jim [[[Vx(ie) = B)(Do ~ 27| =0
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Um zu zeigen, dass (2.25) die urspriingliche Bedingung (2.24) impliziert, wahlen wir eine diffe-
renzierbare Funktion fg : [0,00) = [0,1] mit fr(r) = 0 fiix r < R/2, fr(r) = 1 fiir r > R und
sup,. fr(r) < ¢/R. Dann ist x(|z| > R) = fr(|z|)x(lz] > R) und
(2.26)

1[V(Do — 2)""x(l2l 2 B)|| < [[[V(Do — 2) " e+ (V) (Do = 2) || +[[|V fr(Do — 2) 7]
mit der Submultiplikativitit der Operatornorm. Fiir den ersten Summanden haben wir verwen-
det, dass

(2.27a) [(Do — )", fr] = (Do — 2)~*[fr, Do — 2|(Do — ),
(2.27b) [fr, Do — 2} = [fr, o0 p] =t (V fr).
Da die Norm des Matrixmultiplikationsoperators o - (V fr) durch
i
(2:28) llec- (ViR = sup fh(r) = =5
re{R/2,R]

abgeschiitzt werden kann, verschwindet der erste Summand im Limes R — oo. Der zweite Sum-
mand ist durch |||V x(|z| > R/2)(Do — 2)~* ||| beschréinkt, welcher nach (2.25) im Limes R — oo
ebenfalls verschwindet. Analog beweist man die umgekehrte Richtung.

(2.29)
1Vx(ial = R0 — 271 < [[[V(Do — 57 er- (V)00 — 2| + [[V(D0 — )|

Letzteren Summanden kann man durch |||V(Do — z)~*x(lz| > R/ 2)||| nach oben abschétzen.
Dieser verschwindet aber nach Voraussetzung im Limes R — oo.

Bemerkung 2.11 Jeder Matrixmultiplikationsoperator mit lim|q)—00 V() = 0 erfiillt

(2.30) Vx(l=l = R)ll = l:]u>pR|V($)l — 0 fir R — oo

und damit auch (2.25) wegen der Submultiplikativitét der Operatornorm.

Bemerkung 2.12 Die Bedingungen (2.24) und (2.25) sind allgemeiner als (2.30), da sie auch
Singularititen des Potentials bei grofien Absténden zulassen.

Weiterhin ist die Bedingung (2.24) nicht optimal, da es Potentiale gibt, die fiir || — oo gegen Un-
endlich streben, das wesentliche Spektrum aber dennoch nicht stéren. Das passiert insbesondere
bei nicht-isotropischen Potentialen, sowie beim Magnetfeld in drei Dimensionen.

SchlieBlich stellen wir eine weitere Methode vor, um zu zeigen, dass V Ry kompakt ist. Dazu
betrachten wir die g-Schattennorm von V Rg und schétzen sie mit der Seiler-Simon-Ungleichung
ab. Wir beginnen mit der Abschitzung fiir V3 € L3(R3).

q/2 q
I e e (grrra) | =l
1 q
< const P ) Ivillg,
Der Faktor ||V1]], existiert nur fiir ¢ > 3. Da Vp € L™ ist, folgt
(2.31b) IVaRolloo < [[Valloo 1 Roll o0 < 00,

da || Rolloe = [l Roll| < oo ist.
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2.4, Kriterien aus Q. Da die Hilbert-Schmidt-Operatoren ein Ideal auf L? formen, kénnen
wir Qo wie folgt abschitzen:

(232 Qe < [ dnlRaV Rolly VAol [+ VRo) ™|
Wir beginnen mit dem ersten Term mit 72 = 1 +n%:

‘Vp Q)l
(p? +m3)(q* + )

Letzteres Integral kann man explizit ausrechnen und erhélt

) 2 1
(2.33) HRoVRon—/dqd p>‘ /((p+q)2+n8)(q2+n8)dq

(2.34) J(p) = / ! dg = 2_7r_2_ [—75 arctan < )]
' ~J e+ 9 +nd)(e* +nd) lpl |2 lp|
Fiir die Ableitung von J{(p) ergibt sich
2 2
(2.35) - J(p) = __2_7r_2 [W arctan (277())] - gl——l———-z—
lp|® 12 Ip] Pl 14 (glﬂ‘g)
P

J'(p) ist offensichtlich fiir alle [p| > 0 negativ und fiir p = 0 gerade Null. Weiterhin ist mit der
Regel von L’Hospital [l}mo J(p) = %:— Das bedeutet, dass J(p) < const 7 ' ist. Man hitte das
pl—>

aber auch durch das Skalierungsverhalten von J{(p) sehen konnen, denn:

/ : d
G+ + )@ +m) "

2.36 2(q, SR
( ) _ f (q2-§772)2 - (’12':;1721)))3770 + O(pz)) dq S 770 f ”a§+—1)—dq fiir kleine Ipl
J (B — 2 4 0(p*)) dq < [ Fpd fiir grofe [p|

Somit ist ||RoV Rol|, < const “V‘L (7 4-1)~1/4 und wir benétigen mindestens noch eine Potenz

(n* + 1)%“, damit @, ein Hilbert-Schmidt Operator ist.
Als néchstes ki 'm wir V Roll]. Mit |}|Rell] = i = —=— und der
s nichstes kiimmern wir uns um |||V Roll|. Mit ||| Rol}| A SUIl))O) PRy v und der

co
Submultiplikativitit der Operatornorm sieht man, dass

2
ol .,
Hierbei haben wir implizit die Hausdorfl-Young-Ungleichung und Vo € Ly verwendet. Fiir V;
werden wir die UV-Bedingung aus (2.3) verschérfen miissen. Wie wir bereits wissen, muss V; €
L3 sein, damit D selbstadjungiert realisiert werden kann. Wir machen daher den Ansatz, dass
V1 € L3¢ st und versuchen eine Schranke an ¢ zu finden. Fiir f € D(Dp) hat man zunéchst mit
der Hélder-Ungleichung:

(2.38) Viflly < ”V1”3+e £l

mit s = §2¢, Als nichstes wenden wir Hausdorfl-Young auf ||f||, an und erhalten:

(2.37) [IVaRoll] < [[Vallo Il Rolll <

2.39) 171, < const || f]]
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mit r = %*—f: € (g, 2). Mit Hilfe der Holderungleichung kann man H f noch weiter mit einer
T

beliebigen Zahl M abschétzen:

(2.40)

17, = [P+ miF+ T+ 007 < (/2 H T+ mnd], (/P

mit s; = 3 + e. Fiir die Norm von letzterem Ausdruck gilt:

(V77 T+ a0y

81

1

51 1 1 =
o /(«/p2+1+1\/f> P pl+ar) P

:]\/[3—31 / <__l_)s1 dp
p| +1

Wir bemerken, dass das Integral nur dann existieren kann, wenn sy > 3 ist, was aber nach
Definition von s; sicher gestellt ist. Mit “(\/ P+ 1+ M)f H2 < ||Doflly + M || f|| erhalten wir

somit
(2.42) IVif]l < const [|Vallgy, (M~ [I|Do] £ + M= [|£])

mit € = z&-. f = Rgg mit g € H impliziert dann

3+¢€"
[ViRogl| < const {M-e’ (1 + ——M—> + 1\/[1“5'——1———} lgll

NS P E1

(2.41)

(2.43)
< const {2]\/[’“6' + Z\/[l_el——l——} gl -
NS
Wihlt man M = m , so erhdlt man
const
07+ D77

Dieser Faktor produziert geniigend Abfall im Integral (2.32), wenn € > 1/2, also, wenn € > 3/4
ist. Das bedeutet, dass

(2.45) Vi(z) € LEHO(R3)

(2.44) HIViRo||| <

fiir ein beliebiges § > 0 sein muss.
Zuletzt zeigen wir dass H](l +VRp)™? | H gleichmiissig in 77 beschrénkt ist. Wegen der relativen
Dg-Beschranktheit von V' gilt zunéchst, dass es ein a < 1/2 gibt, sodass

Vi+1) P+l

ist. Es gibt somit ein 79, sodass fiir || > no die Operatornorm |||V Rp||| < 1 ist. Wegen der
Neumann-Darstellung fiir die Resolvente ist

(2.47)

(2.46) lHVRoHlSa<1+ [m] >+ b

n n n "= =
= |22 R | < 3OV Ro) < DMV Rl = Ty <

n>0 n>0 n>0

1
’Hl'i-VRo

Fiir den Fall || < 1o verwenden wir, dass V Ry kompakt ist und deshalb nach dem analytischen
Fredholm-Satz der Operator (1 4+ V Rg)~! meromorph ist. Die Pole sind gerade die Eigenwerte
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von D = Dy + V, denn
(2.48) (1+VRo)™ = ((Do —in+ V)Ro)™" = (Do —in)(D —in) ™.

Unter der Annahme, dass 0 kein Eigenwert von Do + V ist, konnen wir die Resolvente auf
der imagindren Achse, also mit in € p(D), beschranken. Dazu beweisen wir zunéchst folgendes
Lemma.

Lemma 2.13 Sei V relativ Do-kompakt. Sei f : R — B(H) definiert durch f(n) = V R(n). Dann
ist f stetig.

Beweis. Sel (,)nen eine Folge, die nach 1 konvergiert. Dann ist mit Hilfe der Resolventenformel:

(2.49) IV (Ro(n) — Ro(m)II| = [V Ro(mn)(n — ) Bo(m|] < |n = nal IV Ro(m)[|1 11| Bo ()]
' , < |n = mal IVRo(m)lI| — 0
fiir 7, — 17 und zwar uniform, da |||Ro(7:)}]] < 11+n% <1 O

Nun betrachten wir die Abbildung
' g:R— B(H) — B(H)
n+ VRo(n) = 1+ VRo(n) = (1+ VRo(n))™*

Wie wir eben gesehen haben ist die Abbildung n— V Ro(n) stetig. Da die Addition der Identitit

und das Bilden der Inversen auf Banachalgebren stetige Abbildungen sind, ist g : R — B(H) eine

stetige Abbildung. Da wir oben gesehen haben ist li_)m g(n) beschrinkt. Mit dieser Eigenschaft
7100

(2.50)

folgt, dass g eine beschrinkte Abbildung ist und somit (1 + VRy)™! uniform in n beschrinkt ist.
Wir fassen unser Ergebnis in folgendem Satz zusammen.

Satz 2.14 Falls V die Integralkriterien (2.3) erfillt, V relativ Do-kompakt und relativ Do-
beschrinkt mit Do-Schranke kleiner als 1/2, Null kein Figenwert von D und V) € L&+s fiir ein
beliebiges & > 0 ist, so ist Q2 ein Hilbert-Schmidt-Operator.

Bemerkung 2.15 Wir kénnen die Zerlegung von V immer so wihlen, dass V relativ Dg-
beschréinkt ist mit Do-Schranke kleiner 1/2.

Bemerkung 2.16 In [3] wurde zudem gezeigt, dass Potentiale, deren Fouriertransformierte 14

P ol
2.51 . '
(2.51) /ﬂ231+p1—6 V(p)| <0
fiir gegebenes € > 0 erfiillen, regulér sind. Sollten diese Potentiale jedoch
2 2
p ? -
(2.52) /}Rs 5 e V(p)l =00

fiir gegebenes € > 0 erfiillen, so sind sie nicht regulér.
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3. Das COULOMBPOTENTIAL

Die Fouriertransformierte des Coulombpotential geht wie [p|_2, weshalb es nicht mit den

Kriterien aus der letzten Bemerkung behandelt werden kann. Wir miissen uns daher mit der
urspriinglichen Definition der Regularitdt begniigen.
Wir betrachten im Folgenden den gestérten Dirac-Operator H(A) = ap+ —]—% mit A € (0,1) und
werden zeigen, dass das Coulombpotential in diesem Fall nicht regulér, die Differenz Ap(N)— ./\‘_)F
also kein Hilbert-Schmidt-Operator ist. Dazu fithren wir den Streckungsoperator Uy mit o > 0
ein, der durch

(3.1) (Usf)(z) = 02 f(02) = (U3 f)(z) = =3/ f(z/0)
definiert ist.

Lemma 3.1 U, f — 0 fir o — 0 in L?.

Beweis. Sei f € L?>(R®) vorgegeben. Wir miissen dann zeigen, dass

(3:2) (9,Usf) 30
fiir alle g € L2, Sei dazu zunichst f,g € Co(R3). Dann folgt die Behauptung sofort, denn
(5:3) [ 5@02f(oz)dn < a* gl 1 -

Da Co(R3) in L2(R3) dicht ist, gibt es fiir jedes Element f € L? eine Folge (fn)nen € Co, sodass
fn — fin L2, Somit ist mit der Dreiecksungleichung

lim 1im |(g,Us )] < lim lim ((g, Usfu)l + 19, Us(f = Fa))])
< lim tim ([(g, Us fu)l + ll9llz [1f = Fall2) =0

fiir alle g € Co(R3). Hierbei durften die Limiten vertauscht werden, da sowohl die rechte Seite
fiir alle g € Cp und f € L? existiert. Approximiert man nun noch g € L? durch Funktionen mit
kompaktem Triger, ist die Aussage mit dem selben Argument gezeigt. O

(3.4)

Des Weiteren zeigt man

(3.5) Ug(ap+ﬂ——/\—)U:—1 (ap—}—a,ﬁ—%),

|| T
indem man beide Seiten auf ein f € L? anwendet.
Lemma 3.2 ker(ap — Alz|™!) = {0} fir A € (0,1).

Beweis. Die Aussage folgt aus dem letzten Beispiel des Anhangs. Die Losungen des masselosen
Dirac-Coulomb-Operators sind von der Form

(3.6) < ey )Ts

mit s = £1/A2 — 42, Diese Losung ist jedoch fiir kein s quadratintegrierbar, weshalb der Kern
von ap — A/ |z| trivial ist. O
Lemma 3.3 D(ap) C D(ap — Az|™h).

Beweis. Dies folgt aus der Tatsache, dass t:c}‘l relativ ap-beschrinkt ist und C§°(R3) ein deter-

minierender Bereich fiir ap ist. |

Satz 3.4 Die Differenz Ay (\)—AY kein Hilbert-Schmidt-Operator, weshalb das Coulombpotential
=X/ |z| fir X € (0,1) nicht reguldr ist.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch einen Widerspruch. Angenommen, die Differenz wére
ein Hilbert-Schmidt-Operator, dann wire wegen der Kompaktheit des Operators Uy (A4 () —
AS)UZ der Limes ;12}) Us (A (A)—AS)U} = 0 in der starken Operatortopologie, da Us f schwach
gegen Null konvergiert und kompakte Operatoren schwach konvergente Folgen auf stark konver-
gente Folgen abbildet. Wir werden zeigen, dass dieser Limes zu einem Widerspruch fithrt. Mit
der Spektralprojektion des freien Dirac-Operators auf das Intervall [0, co)

1 ap+p
(3.7) Ag_ =3 (1 + W)

geht

1 ap+af 1 ap «
3.8) U AU = = | 1+ ——= —+—<1+—>=:A°
( e < \/p2+a2> 2\ Izl !
in der starken Operatortopologie fiir o — 0. Mit
3. A =41
(3.9) , +(A) +2Mg{_lo/ a0 —in —m

und der Wirkung der Dilatation auf H(\) erhilt man

U, AL (WU 1 ’ > d
(£, Us At (WU f) = ‘*7,,3130/,,(f’apwﬂ—xiwrl—wnf)

(3.10 olo
) =l+~}—hm/ 5 ! ——f | dn
2 2mp=oo J_pg ap+of—Alz|” —in
= (£, AL (N)]),
sodass U, Ay (N\)UZ =: A% () als die Spektralprojektion auf [0, co) des Operators ap+of—A }:z:[”l

definiert werden kann Offensichtlich konvergiert
A
(3.11) ap+of - 1 [P

in der starken Operatortopologie fir o — 0 auf dgy /Deﬁmtlonsbelelch des Dirac-Operators
D(H())). Dies impliziert auch Konvergenz im_starken TResolventensinne, d.h. die Resolvente
(H(\) — z)~! konvergiert fiir alle z € p(H())). Damit konvergiert auch die Projektion
(3.12) AT — Ap()) = Ay
fiir ¢ — 0, wenn der Kern ker(ap — A lml_l) = {0}, also der Operator ap — ﬁT invertierbar
ist, sodass die Projektion ]\+ iiberhaupt existieren kann. Doch dies war genau die Aussage von
obigem Lemma. Damit konvergiert
(3.13) Uys (Ar(N) — AQ)U; — Ay — A
fiir o — 0 und wir miissen daher nur noch zeigen, dass diese Differenz nicht Null ist, um einen
Widerspruch zu erhalten. Angenommen also es wire Ay = A%. Dann hat man auf D(ap) C
D(ap—Ale| ™)

N AN - < ~ 1
(3.14) 0=A_ <ap e ‘) Ay =A% <ap - l—m—|> AS =A% (ap)A§ - )\A(l‘ |A0
Da zwar A° (ap)AY = 0 ist, AS A0 jedoch nicht verschwindet, muss Ay — A9 # 0 sein, was
im Widerspruch zur anfanghchen Behauptung steht. g
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ANHANG A. SPHARISCHE SYMMETRIE DES DIRAC-OPERATORS

Wir kénnen nicht erwarten explizite Losungen der Dirac-Gleichung zu erhalten ohne zustitzliche
Symmetrien zu fordern. Die physikalisch gesehen wichtigste Symmetrie ist die der Kugelsymme-
trie.

A.1. Voraussetzungen an das Potential.

Definition A.1 Ein sphérisch symmetrisches Potential ist ein hermitischer 4 x 4-Matrixmulti-
plikationsoperator V, der invariant unter Rotationen der Lorentzgruppe ist.

In L?(R®)* werden die SU(2)-Rotationen mit Drehwinkel ¢ um eine Achse n durch
(A1) eI () = e~ S my(R-1g)
mit ¢ € [0,47) und R € SO(3) dargestellt. Da 8 mit S kommutiert, muss
(A.2) V(z) = e¥Sny (R 1g)e S

gelten, damit V ein rotationssymmetrisches Potential ist.

Das Potential sollte hinreichend reguléir sein, im Sinne, dass D := CP(R3\{0}) € D(V) ist. D
ist offensichtlich dicht in L?(R®)* und inveriant unter Rotationen. Die Bedingung V € D ist
erfiillt, falls jede Komponente Vi; € L2 (R3\{0})4 ist fiir i,j = 1,2,3,4. In diesem Falle ist der
Operator D = Dg-+V wohldefiniert und symmetrisch auf D. Beispiele fiir rotationssymmetrische
Potentiale sind rotationssymmetrische Skalarpotentiale.

A.2. Ubergang zu Kugelkoordinaten. Wir schreiben fiir alle ¥ € L?(RR3)
(A.3) P19, 0) =r¥(za(r, Y, v), z2(r, 9, 9), z3(r, 9, ))

und betrachten 1 als ein Element im Hilbertraum L2((0,00),dr; L2(5?)) & L?((0,00),dr) ®
L2%(S?). Die Funktion () ist fiir alle 7 € (0,00) quadratintegrierbar auf der Sphire S, Die
Abbildung ¥ — 9 ist daher ein unitérer Isomorphismus von L?(R?) nach L2((0, co), dr)®L?(5?).
Analog verfahrt man fiir L2(R3)? = L2((0, 00), dr) ® L2(S%)%. Somit ist der Hilbertraum in einen
radialen und einen Winkelanteil zerlegt. Mit der Darstellung des Gradienten

0 1 0 1 9
(A4) V= o T r (6'98_19 + 6$sim955>

ergibt sich fiir den Drehimpulsoperator und dessen Quadrat

. . 1 9 . 0
(A5a) L=zA (—'I,V) = 1L2((0,oo,d7‘) ® [ZegSTle'—a—(; — zew%]
1 0 0 1 62
2 _ - : I R
(8.50) L7 =Lz oeoan ® [ sind 09 (8““9319> sin® 9 aw] '

Ab sofort werden wir 1p2¢(0,c0,dr) immer weglassen, um die Notation zu vereinfachen. Damit
kénnen wir den Gradienten so darstellen:
1

: .0
(A.6) —iV = —ler - = ;(er A L)
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A.3. Operatoren, die mit dem Dirac-Operator kommutieren. Wir wollen den Dirac-
Operator auf D in Kugelkoordinaten umschreiben, Dazu benutzen wir

(A.7a) {a-A)(28 B)=1iysA- B —ia-(AAB),
um
(A.7h) —ta -V =—i(a e )—-é-)- - la (e, ANL) = —i(a-e )g-—i—i(a er)(25- L)
' - or 1 T IR ™ "
zu erhalten. Damit erhilt man
. 6 1 1
(A9) Do =—ila-er) (o5 + 2= 16K) 48

mit dem Spin-Bahn-Kopplungsoperator
(A.9) K=p2S L+1)=p(J%—L*+1/4)

und J = L + S. Die Operatoren Dgy, J, L, J?, L? und damit auch K sind alle wesenstlich
selbstadjungiert realisiert auf dem Definitionsbereich D. Wir wissen bereits, dass [Do, Ji] = 0 fiir
alle k = 1,2,3, da Dy und Jy, die Generatoren der Darstellung der Poincare-Gruppe sind. Eine
kleine Rechnung fiihrt auf {S-L,a e} = —a - e,, womit {25 - L+ 1,a e} = 0 ist. Da § mit
S - L kommutiert und mit a - e, antikommutiert, ist [K,a - e;] = 0. Daher kommutiert K auch
mit dem freien Dirac-Operator Dy auf D. Gleichzeitig kommutiert X mit Rotationen und damit
auch mit J? und Js.

A.4. Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators. Die Operatoren J2, Js und K haben ein
reines Punktspektrum auf L?(S?)* und es gibt ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren @, ., sodass

(A.10a) T2 s = 3 + 1)@ e, flir § =1/2,3/2,5/2, ...
(A.lOb) JSQ)mj,mj = mj<I>mj,,;j fir my = —4,-j+1,.,7—1,J
(A.10c) K®m, o, = —KjPm,,x,; filr 65 = —(5 +1/2),+(j +1/2).

Fiir jede Menge von Eigenwerten j, m; und x; gibt es zwei orthogonale Eigenvektoren @,ﬂ,:ljy w; €
C>(5?)4, also

(A.ll) ‘I)mj,m = C+(I)Ttlj,i€j + C_Q"—"j’ﬁ;i
mit beliebigen Koeflizienten ¢y und c_. In diesem Fall sind

+ i 7'7:;1/2 - 0
(A.12a) <I>mj):F(j+1/2) = ( JO > ‘I’m,.,¢(j+1/2) = ( zp;,;jl/g )

- m;—1/2
: 1 J +7’an._Jl 9
A12b o= e )
( ) =12 /2g ( T—m Y

T m;—1/2
(A12C) me 1 < VI +1- mjy}%-]l/2 ) )

AR E AN/ RS RN Ay

Auf L?(8?) erfiillen die Kugelflichenfunktionen Y, dass L2Y™ = I(+1)Y;™ und L3¥™ = mY™.
Die Funktionen z/);.anl /2 sind in L?(S?) und sind gleichzeitige Eigenfunktionen der Operatoren
L2, L3, J?=L*+c-L+3/4, J3= L3+ 03/2 und o - L + 1. Die zugehérigen Eigenwerte werden
mit {({ +1), my, j(j +1), m; und —« bezeichnet. Fiir 1/1;.'1_"1 /2 sind Spin und Drehimpuls parallel,
l=j—-1/2=0,1,..und k= —l — 1= ~(j +1/2) < 0. Fiir z/);’jjl/z istl=7+1/2=1,2,... und
k=1=(j+1/2) > 0, weshalb hier Spin und Drehimpuls antiparallel sind. Man beachte, dass
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die Funktionen @,ﬁ «,; im Allgemeinen keine Eigenfunktionen von L? oder Lz sind — spezielle
Linear kombmatlonen dieser Funktionen kénnen jedoch Eigenfunktionen werden. Die zugehorigen
Unterrdume dieser Linearkombinationen sind jedoch nicht links-invariant unter Dy, da der freie
Dirac-Operator nicht mit dem Bahndrehimpuls kommutiert.

Der Hilbertraum L?(S2)* kann daher als direkte orthogonale Summe von zweidimensionalen
Hilbertraumen K, x;, die durch die simultanen Eigenfunktionen <I>m kg VOR J?, J3 und K
aufgespannt werden, verstanden werden:

(A130) P D D D L

§=1/2,3/2,... mj=—j ry=+(j+1/2)
(A.13Db) Kmjw; = {c+®mj w; Fe-®n . tcx €Ch

. . m; s R m; _ ] K + _ F _
Die Funktionen 9., ,, erfillen o - ext); 7, 5 = ’(,[)j:Fl/2, weshalb ia - e, @7, . = FOF . . Zusam
mengefasst:

Lemma A.2 Die Unterrc'iume ICm oy Sind linksinvariant unter § und o - er. Diese Operatoren
werden in der Basis {®, } durch

mj,rcp m;,Kj

(A.14) ﬂ:(é _01> —z’a'er=((1) _01)

dargestellt.

A.5. Partielle Wellenunterriume. Die Zerlegung von L?(S?)* impliziert eine dhnliche Zer-
legung von L?(R3)*. Jeder partielle Wellenunterraum L?((0,00),dr) ® Kp, «, ist isomorph zu
L%((0,00),dr)?, wenn wir die Basis {®;, ,, P, x; } i Kiny i, Wiihlen.

Seien (f*,f~) € L?((0,00),dr)?, dann definiert

if * ()Y (0, )
A5 1,,19, — f+ ,19 + o) 19 g 1/2
(A15) 8 0,0) = S0V, e, (0,0) + S~ ()5, (6,0) = (f QUIENACRD
einen Vektor in L?((0,00),dr) ® Kp ;-
Nach dem Isomorphismus ¥(r,d,¢) = r¥(z1(r,d, ¢),...x3(r, 9, ¢)), korrespondiert 1 zu einem
Vektor

(A.16) U(z) P(r(z), 9(z), p(2))-

_ L
- r(a)

Daher ist ein beliebiger Vektor in C§°(R3)* eine Linearkombination der Form

(A17) I@)= 3 [ Fhy e ()%, g (0.0) + 2 B, (0 ,so>]

Jymg,Kg

mit Koeffizienten f* € C§°(0,00). Ist ein anderer Vektor ® durch eine Folge (gm,,«,) dargestellt,
so ist das Skalarprodukt durch

(A.18) (08 = 3 [ (B 0000, 1)+ T 00,0, ()
Jimg,Kj

definiert. Dies wiederum zeigt, dass wir einen unitéren Isomorphismus zwischen L? (R3)* und der
direkten Summe der partiellen \Vellenunteu dume L2((0, o), d7) haben. Durch diese Definitio-
nen wird beispielsweise der Operator & + 1 auf L%(R?) zu £ auf L2((0, 00),dr).
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Satz A.3 Der Dirac-Operator mit dem Potential
(A.19) V{(z) = ¢scB + Peila + 18- eram(r)

lisst die partiellen Wellenunterridume C§°(0,00) ® K, x; invariant.
Dargestellt in der {@,ﬁjwﬁj,églj,w}BaSis wirkt der Dirac-Operator auf jedem Unterraum durch
den Operator

(AQO) hm.- oy = ( 1+ ¢sc("‘) + ¢el(7~) ”'d%T + '—;‘L + ¢am(’l‘) ) ,

ad? + "?',17' + ¢am(7') ~1- ¢sc(T + ¢el(7’)

welcher wohldefiniert auf C$°(0,00)? C L2((0, 00), dr)? ist.
Der Dirac-Operator D ist auf C§°(R3)* unitdr dquivalent zur direkten Summe der partiellen
Wellen-Dirac-Operatoren hp;,x;, also

(A.21) D= é é} B hmyns-

. j=1/2?3/2»--'mj:_j szi(j+1/2)
Lemma A.4 Der Dirac-Operator D ist genau dann wesenstlich selbstadjungiert auf
D = C(R3\{0})*, wenn alle hp, «, wesentlich selbstadjungiert auf C§°(0,00) sind. In die-
sem Fall ist das Spektrum des zugehdrigen selbstadjungierten Operators D die Vereinigung der
Spektra der selbstadjungierten Operatoren hp, ;-
Beweis. Siehe [5]. o

A.6. Der radiale Dirac-Operator. Wir geben nun einen kurzen Uberblick iiber die Selbstad-
jungiertheit und die Spektraltheorie des radialen Dirac-Operators, welcher eine selbstadjungierte
Erweiterung des Operators

.
(A.22) h= ( 0 ) V()
i 0
auf C§°(0, 00) mit dem Potential

N_ [ 1+ bsc (1) + Par(r) L:‘ + Gam(r)
(A23) V('/) = ( %+¢am(7‘)l 1 Qbsc(r) +¢el(7‘) ) .

Hierbei sind die Funktionen @gc, @am und ¢g reell, messbar und lokal integrierbar.

Satz A.5 Der Operator h ist genau dann wesentlich selbstadjungiert, wenn fir ein A € C die
Gleichung hf = \f eine Losung f ¢ L?(0, R)? fiir ein R > 0, die also nicht quadratintegrierbar
am Ursprung ist, hat.

Beispiel A.6 (Coulombpotential) Im Falle des Coulombpotentials hat das Potential die Form

N1+ F
(A.24) V(?)—< : _1+%>.

Der beschriankte Operator o3 beeinflusst nicht die Selbstadjungiertheit von h, weshalb man ihn
im Folgenden auch weglassen kann, Ohne die Masse hat die Gleichung hf = 0 die Losungen

(A.25) =0, )

wobei s = +1/k? — 42, Die Losung ist nur fiir s < 0 und 4% < x% — 1/4 nicht am Ursprung
quadratintegrierbar. Der Dirac-Coulomb-Operator D = Dg 47/ |z| ist daher auf C§°(R3\{0})*
genau dann selbstadjungiert, wenn |y| < v/3/2.
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LMU MUNICH, INSTITUTE FOR MATHEMATICS

DIE AUSSERDIAGONALELEMENTE A+ﬁA_
SIND NICHT HILBERT-SCHMIDT

KONSTANTIN MERZ UND CHRISTOPH KEHLE

Satz 1 (A+ﬁA_ ist nicht Hilbert-Schmidt). Es sei Dy = « - p.+ B der freie
Diracoperator, welcher auf H = L*(R3 : C*) selbstadjungiert realisiert ist. Die
Projektoren auf den positiven H., beziehungweise negativen Hl Spektralbereichen
von Dy werden mit Ay bzw. A_ bezeichnet. Sie sind mittels der Gradierung durch
Ay = 2(1 +7) gegeben, wobei die Gradierung durch den freien Diracoperator er-

zeugt wird und T = Ifg—l ist. Nun gilt

1
Beweis. Da im Fourierraum der Operator K ein Integraloperator ist und die Spur

invariant beziiglich unitéren Transformationen ist, werden wir die Spur von K*K
im Fourierraum bilden. Um den Integralkern zu bérechnen wird bemerkt, dass

1 1
(0.2) (]"mf ) = (I_'_li * f)(p)
gilt und Ay zu Matrixmultiplikationsoperatoren im Fourierraum werden. Daher gilt

(Rf)®) = (FKFf)(p) = <fA+f-1f}—1|f-1fA_f-1f)<p)

= A0 Iz*A N / Ayl A_(@)£() dg

Um zu tiberpriifen, ob der Integralperator K ein Hllbelt Schm1dt~0pe1at01 1st
berechnen wir seine Hilbert-Schmidt-Norm, welche durch

(0.3)

(0.4) IK|2 = / Spes K (g, p)|” dp da,

mit dem Integralkern K(p,q) = A+(p) I A_(q), definiert ist. Dazu bemerken
wir zunédchst, dass mit Sp(a) = Sp(8) = Sp(aﬂ) = Sp(X) = 0 die Spur in C* des

Date: 06. November 2015.
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2 KONSTANTIN MERZ UND CHRISTOPH KEHLE T

Kerns _
N T N T e e —
05 Sp (”m _1) (1 W _1> 4<1 mm)

ist. Hierbei ist ¥ = diag(o, o). Substituiert man nun 2u := p— ¢ und 2v = p+¢
und verwendet Kugelkoordinaten fiir die neuen Variablen wird das Integral modulo
einer Konstanten zu:

co o0 1 2 _ .2 2,2
[Ca [Can [as (1ol Y
0 0 -1 VA+2+0?2)? — du?a2? |

o0 0 vP—u?41 2 |u| |v] v?
= /0 du /0 dv [2 — —————-—-————lul ] arcsin (————1 y +v2_>] Ei

Der zweite Summand im Integral wird positiv fiir den Fall, dass u? > v? + 1 ist.
In diesem Fall kann man auch arcsin(z) > z fiir > 0 nach unten abschétzen und
erhélt mit ¢ > 0:

o] 2 .0 9
/SPC4IK(p,p)Izdpzc / du/ do [1_w_1]v_
0

(0.6)

u? +v24+1] u?
u2>v2+1
(07) 00 1)2 o0 ,02
Zc/ dv / du—Ezc/ — dv=00_
0 U 0 a1
u2>v2+1




22 VII: UNBOUNDED OPERATORS

Theorem VHI.25  (a) Let {4}, and A4 be self-adjoint operato
suppose that D is a common core for all 4,, 4. If 4, ¢ — A¢ for each 0
then A4, — A in the strong resolvent sense.

(b) Let {4,},>, and 4 be self-adjoint operators with a common dom

nally, we introduc
. Graph limits wil)

Norm D with llpll, = o]l + lig]. If Let 4, 1
PeH x .
sup [[(4, — A)pll—0 ») so that y, —
Holla=1 raph limit by I" s
then 4, — A in the norm resolvent sense. g graph limit of
(c) Let {4}2., and A be positive self-adjoint operators with a
form domain 3, , which we norm with : , we consider the

W lles = /O AY) + O, )

If A,— A in norm in the sense of maps from # . to #_,, that |

Su

sup (e, (4—4,) V)| — su b, (4 — A0 , 4 ;

orvieen [[@fler[[¥]ln  orver @A+ 1Y) , pose first that (

then 4, — A in the norm resolvent sense. ; A Ay + 1) 71(A -

Proof (a) Letge D, ¥ = (4 + i)e, then :
(A + D) = (A+ D)W =4, +1) (4

converges to zero as n— o0, since (4 — 4,)¢ -0 and t
uniformly bounded. Since D is a core for 4, the set of su

A, +) o (A+i) 9 forall ¢

A similar proof works for (4, — i)~
We sketch the proofs of (b) and (c). For (b), firs
hypothesis is equivalent to (4, — 4)(4 + i)' = 0in th
norm. Thus (I + (4, — A)(4 + i)~")~* exists and con
n— co. As a result
A+ D) P =A+ DT+ (4, — DA+

in norm. Similarily (4, — )"'—> (4 — )~
To prove (c), one first proves that the hypothesns,z

(A+D)"V*A, — A4 +1) -~
in the ordinary operator norm. Using
Ay + D) = (A + D)V (I + (4 + D)4, — 4)
one then follows the proof of (b). §
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