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ZUSAMMENFASSUNG. Es wird eine Einfithrung in mathematische Aspekte der
Quantenmechanik gegeben. Insbesondere werden ausgehend von der Energie
eines Quantensystemes die zugehorigen Hamiltonoperatoren konstruiert. Das
Hauptziel ist es, die nichtrelativistische und relativistische Stabilitdt der Ma-
terie zu untersuchen.
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KAPITEL 1
Einige physikalische Grundbegriffe

Wir beginnen mit der Zuordnung einiger physikalischer Begriffe, deren intuiti-
ves Verstindnis wir als gegeben annehmen, zu mathematischen Objekten.

Zustidnde: Gegeben ist ein Hilbertraum $), der fiir das betrachtete System
charakteristisch ist. Ein Zustand ist eine Richtung in $), d. h. eine Aqui-
valenzklasse {at) | o € C}, wo ¢ € $ und ||¢|| = 1.

Einen Zustand kénnen wir mittels der Zuordnung @ +— |1){2)| auch
als einen nichtnegativen Spurklasseoperator mit Spur Eins auffassen. (Fiir
gegebene Vektoren i, ¢ € $, sei durch [¢){p| der Operator bezeichnet,
der auf $ wie folgt wirkt: Vicq|y >< ¢|f = (¢, f)1.) Nichtnegative
Spurklasseoperatoren mit Spur Eins heiflen Dichtematrizes (oder Dichte-
operatoren) und heiflen ebenfalls Zustéinde. Die zunéichst angesprochenen
Zustdnde, also die von einem Einheitsstrahl im Hilbertraum erzeugten,
nennt man auch retne Zusténde.

Jeder nichtnegative Spurklasseoperator p mit Spur Eins definiert mit-
tels der Formel

B(9) — C, B p(B)

ein nichtnegatives stetiges lineares Funktional [ auf den beschrinkten li-
nearen Operatoren mit /(1) = 1. Nochmals verallgemeinernd bezeichnet
man daher solche Funktionale auch als Zustédnde; die reinen Zustidnde sind
in dieser Bezeichnungsweise die Extrempunkte der konvexen Menge der
Zusténde.

Observable: Jeder Observablen entspricht eineindeutig ein selbstadjungier-
ter Operator in $ und umgekehrt.

Messung: Die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Observablen A
einen MeBwert in der Lebesguemenge M C R zu finden, wenn das Sy-
stem im Zustand 1 ist, ist

Sp(xm (AW >< o)) = (¢, xm (A)).
Zeitentwicklung: Die Zeitentwicklung wird durch eine unitidre Gruppe
Ut _ eth

gegeben. D. h. ist zur Zeit ¢t = 0 der Zustand ¥ € § gegeben, so befindet
sich das sich selbst iiberlassene System zur Zeit ¢ = 7 im Zustand

11)7 = U‘r'l/}

Der Operator H, also der sogenannte Generator der unitédren Gruppe Uy,
heift der Hamiltonoperator des Systems.

Stabilitéit: Das physikalische System heifit stabil, falls H nach unten be-
schrankt ist, d. h. es gilt

dcerVyena) (Y, HY) > C(9,1)).
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6 1. EINIGE PHYSIKALISCHE GRUNDBEGRIFFE

Wir erldutern diese Begriffe an Hand des freien Teilchens der Masse m. Der zu
Grunde liegende Hilbertraum ist in diesem Falle $) = L?(R3). In diesem Raum ist
der Hamiltonoperator

772
H=—5 A H?*(R3) — L*(R?)
definiert, wo der Definitionsbereich der Sobolewraum
D(H) = H*[R®) = {¢ € L*(R®) | d(p)(1 +p°) € L*(R)}

ist. Als ein Beispiel einer Observablen nennen wir hier den Ort, genauer die erste
Koordinate des Ortes:

Xy : D(X;) — L*(R%)

(X19)(2) = 219 (2)
mit dem Definitionsbereich

D(X1) = {v € L*(R®) | 219 € L*(R®)}.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir bei einer Ortsmessung (erste Koordinate) des Teil-

chens, den MeBwert im Intervall (a — €,a + €) zu finden, ist dann gegeben durch

a-te
W= dedxg/ day | (x)]?.
R2 a

—€

Fiir die anderen Koordinaten gilt analoges.



KAPITEL 2

Quadratische Formen und Friedrichserweiterung

Anstelle eines Hamiltonoperators ist oftmals eine quadratische Form, ndmlich
die Energie in Abhéngigkeit vom Zustand, gegeben, die von einem symmetrischen
Operator herriihrt. In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dafl eine solche Form,
wenn sie von einem symmetrischen dicht definierten Operator herriithrt und nach
unten beschrankt ist, einen stabilen Hamiltonoperator definiert, der den gegebenen
Operator in kanonischer Weise selbstadjungiert erweitert.

1. Quadratische Formen halbbeschrinkter Operatoren

DEFINITION 1. Gegeben sei ein Hilbertraum $) und ein dichter Teilraum £.
Eine Abbildung

g:QAxQ—C

heifst Sesquilinearform, wenn q konjugiert linear im ersten und linear im zweiten
Argument ist. Falls auch

v‘bﬂl)EQQ((ba w) = Q(wa ¢)

gilt, heifst q hermitisch. In diesem Falle heifit q[ip] = q(,¢) die zu q gehdrige
quadratische Form.
Falls schliefllich dariiberhinaus ein M € R existiert, so dafs

Vseaald] == q(¢,¢) = M(¢, )

gilt, so heifst ¢ nach unten halbbeschrinkt.
Kann M = 0 gewdhlt werden, heif$t die Form positiv.

Wir bemerken, daf die quadratisch Form, die von einem selbstadjungierten
Operator A durch die Formel ¢[¢] := (¢, Ap) herriihrt, physikalisch als der Erwar-
tungswert der Observablen A im Zustand i bezeichnet und interpretiert wird, falls
1) normiert — also ein Zustand représentiert — ist. Von besonderem Interesse fiir
unsere Zwecke ist die quadratische Form des Hamiltonoperators, also des Erwar-
tungswertes der Energie des Systems; den seflalls die Energie nach unten beschrankt
ist, ist das System im Sinne des Kapitels [T stabil.

Wir geben drei Beispiele solcher Formen:

Das freie Teilchen der Masse m: Der Hilbertraum ist — wie bereits oben
erwihnt — § = L%(R3). Als Definitionsbereich der Energieform gehen wir
von Q = C§°(R3) aus. Die quadratische Form ist

2

ilo0] = 5 [ TN @de = 5 [ TomVula)ds,

_Qm R3

wo h eine positive Konstante ist, die physikalisch das durch 27 dividier-
te Plancksche Wirkungsquantum repriisentiert. Die Energie £[¢] := ¢[¢]
ist also nichtnegativ. Diese Energie bezeichnet man auch als kinetische
Energie.
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Das Wasserstoffatom: Der Hilbertraum und Definitionsbereich der qua-
dratischen Form ist der gleiche wie beim freien Teilchen, also ) = L?(R?)
und Q = C§°(R?). Die Energie ist

h? Ze?
Elg) = — V()| - = 2)d
6= [, (5aIVo@ - Tl ) ds

Im weiteren koénnen wir annehmen, daf3 die physikalischen Einheiten so
gewihlt sind, daB8 h?/(2m) = e = 1 gilt. (Falls die Einheiten nicht so
gewdhlt sein sollten, lassen sich die Ergebnisse wegen der Homogenitét

des Problems stets aus jenen durch Skalieren he elgi%%ri.ez,
Wir benutzen nun die Sobolewungleichung (bl 3 in drei Dimensionen.

Fiir Dimension n > 3 und Funktionen ¢ € LI(R™) lautet sie allgemein

IVll2 > Sall9llz,
wo ¢ := 2n/(n — 2) ist und

—-2/n
S, — n(n4— 2) 92/n_1+1/n <” ;F 1> .

In drei Dimensionen erhalten wir also. Sie lautet ||V1)[|? > Ss]v[|2 mit
Sy = 2(m/2)*? ~ 5,48.
Wir erhalten

i 352:17: :z:xil 932 1:1’71 :L'2
/R () /w<ad|||¢<>+/ dzle|V|¢()|

3 |Z‘| lz|>a

2/3 1/3
—3/2 6 -1 2
< ( /z|<adx'x' ) ( /w<adx|¢<x>| ) a2

a 2/3
- (47r / drr1/2) 16]12 + o~ [62
0

2 2/3 8\ 2/3
—(43%2) el +alolg = (5)  allolz + o,

wo wir im ersten Schritt die Holdersche Ungleichung angewandt haben.
Deshalb erhalten wir

z 2/3 Z
Elp) = | Vo)) — —dx > <53 ~ (ij) aZ) ol — =lel*.
R3 (0%

Ed
wéahlen nun « so, dafi der erste Koeffizient verschwindet, d.h.
5332/3

(8m)2/3Z

und erhalten damit

(SW)WS 2 _ 4 o/ —2/3 2

D. h. die Energie des Wasserstoffatoms ist nach unten beschrinkt, wenn
wir nur Zustinde in C§°(R3) zulassen. Insbesondere ist die quadratische
Form stabil. Spéter werden wir sehen, daff die Beschréinkung auf C§°(R?)
kiinstlich ist: Die Energie kann fiir alle Zustdnde definiert werden, fiir die
die kinetische Energie existiert. oq:e-ab

Zum Vergleich mit der rechten Seite von (B) se1 die exakte Grund-
zustandsenergie —Z2 /4 erwihnt. Die Sobolewungleichung liefert hier also
eine um etwa einen Faktor zwei zu tiefe Energie.




1. QUADRATISCHE FORMEN HALBBESCHRANKTER OPERATOREN 9

Quadratische Form selbstadjungierter Operatoren: Sei A ein selbst-
adjungierter Operator in einem separablen Hilbertraum $). Wir gehen in
die Spektraldarstellung des Operators A, in der A einer Multiplikation mit
x entspricht. Sei ®_; L?(R, u,,) der entsprechende Hilbertraum, der un-
ter U mit $ unitar Aquivalent ist. Hier ist NV entweder eine positive ganze
Zahl oder aber Unendlich. Der Definitionsbereich der quadratischen Form
die Menge

N o0
8= {0 € 9100 = (01 o) D [ fol [6a(a) (o) < o).

Mit anderen Worten ist der Formbereich also gleich dem Definitionsbereich
des Operators |A|'/2. Die Form ist

N )
10) =3 [ et @ (@)dun o)
n=1"Y >

Der Raum £ heifit der Formbereich des Operators A. (Unter Mibrauch
der Bezeichnung schreibt man schreibt auch (¢, Av) fiir g(¢, ), obwohl
¢ nicht im Definitionsbereich von A liegen muf.)

Zur niheren Charakteris;j [ime yon Formen sind folgende Begriffe niitzlich (sie-
eedSimon?9
he z.B. Reed and Simon E3() ;

DEFINITION 2. Sei g eine nach unten durch —M beschrinkte Sesquilinearform
Form q : Q% — C, q[¢] > —M||¢]?.

(1) Die Form q heifst abgeschlossen genau dann, wenn Q vollstindig beziiglich
I6]1-41 = (alg] + (M + 1)[|9]*)"/?,

der Formnorm, ist.
(2) Die Form q heifit abschliefibar genau dann, wenn sie eine abgeschlossene
Erweiterung besitzt.

Wir bemerken, daf§ diese Norm vom Skalarprodukt

herriihrt.
Mit diesen Begriffen 148t sich folgendes Resultat formulieren.

SATZ 1. Sei A ein selbstadjungierter nach unten beschrinkter Operator. Dann
ist die zugehdrige quadratische Form auf dem Formdefinitionsbereich abgeschlossen.

Der Beweis wird als Ubung iiberlassen. Als Wink sei Folgendes gesagt: Man
zeige zunédchst, dal eine nach unten halbbeschréinkte quadratische Form ¢ dann und
nur dann abgeschlossen ist, wenn jede Folge ¢,, € Q, die in $) gegen ¢ konvergiert
und auch eine Cauchyfolge beziiglich der Formnorm ist, die Konvergenz von ¢,
gegen ¢ in der Formnorm erzwingt.

Es gilt nun auch die Umkehrung dieses Satzes; denn jede abgeschlossene qua-
dratische Form definiert einen selbstadjungierten Operator:

SATZ 2. Wenn q eine abgeschlossene und halbbeschrinkte quadratische Form
ist, dann ist q die quadratische Form eines eindeutig bestimmiten selbstadjungierten
Operators.

BEwEIS. Wir kénnen ohne Einschréankung der Allgemeinheit annehmen, daf} ¢
positiv ist. Falls dieses namlich nicht der Fall sein sollte, betrachten wir stattdessen
die Form q[¢, ¢]+ (M +1)(¢, ), wo M eine untere Schranke von g ist, d.h. es gilt fiir
alle ¢ € Q die Ungleichung q[¢, ¢] > M (¢, ¢). Diese Form ist positiv. Von dem von
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ihr bestimmten Operator wird M + 1 subtrahiert, was den gewiinschten Operator
liefert.

Sei nun $_; der Raum der stetigen konjugiert linearen Funktionalen auf £, .
Ferner definieren wir die Einbettung j : § — $_1, ¥ — (-, ). Diese Einbettung
ist stetig; denn

7)s_r = sup{li(®)(@)l|¢ € H11, [6]l41 <1}
= sup{[(¢, ¥)l|¢ € H11, |9ll+1 <1}
sup{[[¢]l [[¥lll¢ € H1,[|oll4+1 <1} <l

Wir definieren nun mit Hilfe der Formel
BY(¢) := q[p, D] + (4, D)

eine Abbildung B. Wegen des Rieszschen Lemmas existiert zu jedem ® € $,4,
eindeutig ein Element B® ¢ $H_1, dafl dieser Formel fiir alle ¢ € $H;1 geniigt. D. h.
B ist eine lineare Abbildung von 41 nach H_4, die sogar unitéar ist.

Wir definieren nun die folgende Menge, die als Definitionsbereich eines Opera-
tors B dienen wird, der Modulo Addition einer Konstanten der gesuchte Operator
A sein wird:

IN

D(B) = {¢€H1|By€(9)} =B 'j(H)
B = jilBelD(B).

Wir behaupten nun, dafl j($) dicht in $_; liegt. Nehmen wir némlich an, dieses
wiére nicht der Fall, dann gibe es ein stetiges lineares Funktional A auf $_q, das
nicht gleich Null ist, aber fiir das fiir alle ¢ € $) die Gleichung A(j(¢)) = 0 gilt. Da
Aoj ein stetiges nicht verschwindendes lineares Funktional ist, géibe es dann ¢y € ),
was nicht Null wére, mit der Eigenschaft, dal 0 = (Ao j)(¢)) = (éa, ), was absurd
ist. Also ist j(9) dicht in $_;. Nun ist aber B ein isometrischer Isomorphismus
zwischen 11 und $_;. Also muf auch das Urbild von j($)) unter B, also B’lj(.‘b),
dicht in $H4; sein.

Weiter gilt wegen |- || < ||||+1 und der Normdichtheit von $41 in $, da D(B)
normdicht in §) ist. Wir wihlen nun zwei beliebige ¢, € D(B). Dann gilt

(¢, BY) = q[¢,¥] + (¢,4) = a[v), ¢] + (¥, ¢) = (¢, Bo) = (B, ).

Mit anderen Worten: B ist ein dicht definierter symmetrischer Operator.

Wir behaupten nun, dafy B sogar wesentlich selbstadjungiert ist, d. h. da§ D(B)
ein determinierender Bereich ist. Dazu betrachten wir den Operator C' : § — 9,
C := B~'j. Dieser Operator ist auf ganz § definiert und symmetrisch und deshalb
ist C' geméf des Satzes von Hellinger und T6plitz beschrénkt und selbstadjungiert.

Weiterhin ist C' sogar injektiv; denn B! jo = 0 impliziert j¢ = 0 und dieses
¢ = 0. Damit ist also das Inverse von C~! auf C($)) definiert und selbstadjungiert
(Spektralsatz). Nun ist aber

. -1 .
c = (B—loj) =jtoB=B8B.

SchlieBlich setzen wir A = B —1; dann ist natiirlich auch A selbstadjungiert mit
D(A) = D(B). Weiterhin gilt fiir alle ¢,1 € D(A) die Indentitét (¢, Ay) = g[p, ¢]
gilt. Da D(A) in der || - ||+1-Norm dicht in $; liegt, ist ¢ die quadratische Form
des Operators A.

Wir empfehlen als Ubungsaufgabe, die Eindeutigkeit zu zeigen. O

S2
Satz bﬁst das grundlegende Resultat, das wir im Folgenden zur Definition von
Hamiltonoperatoren heranziehen. Dieses soll hier durch zwei verwandte Sitze ge-
schehen: Zum einen wollen wir einen auf Friedrichs zuriickgehenden Satz beweisen,
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der fiir symmetrisch halbbeschrénkte Operatoren eine Fortsetzung liefert. Zum an-
deren soll ein Resultat von Kato, Lax, Milgram und Nelson vorgestellt werden,
das ein Kriterium dafiir liefert, daf§ die Stérung einer von einem positiven Opera-
tor herriihrende quadratischen Form wiederum einen selbstadjungierten Operator
liefert. Wir beginnen mit der Friedrichserweiterung.

SaTz 3 (Friedrichs). Sei A ein positiver symmetrischer Operator. Ferner sei
q[p, ] := (o, AY) fiir alle ¢, € D(A). Dann ist q¢ abschliefbar und der Abschlufl §
ist die quadratische Form eines eindeutig bestimmten selbstadjungierten Operators
A. Der Operator A ist eine positive Erweiterung von A und jede untere Schranke von
q ist auch eine untere Schranke von A. Weiterhin ist A die einzige selbstadjungierte
Erweiterung von A, deren Definitionsbereich im Formbereich von ¢ enthalten ist.

BEWEIS. Setze (¢, ¢)+1 = q(¢,¥) + (¢,4). Dann ist (¢,1)4; ein inneres Pro-
dukt auf D(A). 941 sei die Vervollsténdigung dieses Raumes. Dann kénnen wir ¢
zu einer abgeschlossenen quadratischen Form ¢ auf $_; ausweiten.

Um nun zu zeigen, dafl § eine abgeschlossene Form auf §) ist, miissen wir also
zeigen, daf} $11 eine Teilmenge von § ist:

Sei

1:DA) — 9
¢ = ¢
die Einbettung von D(A) in 9. Da ||¢]] < ||¢||+1 gilt, kénnen wir ¢ zu einer be-
schrankten linearen Abbildung von i : 11 — $) erweitern, die ebenfalls eine Norm
hat, die kleiner als Eins ist.

Wir zeigen nun, dafl ¢ injektiv ist, weil daraus ndmlich folgt, dal 41 C 9
gilt. Sei also ¢ € H und i(¢) = 0. Dann existiert eine Folge ¢, € D(A) so, dafl
[¢ = énll+1 — 0 und

(@)l = l¢nll — O
Deshalb gilt

H¢”+1 = n,}irilm(¢m’ ¢n)+1 = nh_{[;o lim [(¢ma A¢n) + (¢m>¢n)] =0,

m—00

da ¢, € D(A) und ||¢.n|| — & = 0. Da ¢ abgeschlossen und symmetrisch ist,
gilt nach dem vorherigen Satz, dafl ein eindeutig bestimmter Operator A existiert,
dessen Definitionsbereich D(/i) im Definitionsbereich 9 der erweiterten Form §
enthalten ist.

Wir nehmen nun an, dafl ¢ € D(A) sei. Dann gilt

(Ag,¥) = qlé, ¥] = (6, Av).
Da dieses fiir alle ¢» € D(A) gilt, schlieBen wir, daB ¢ € D(A*) = D(A) gilt und
daher
Ar¢ = A = Ag,
d. h. A ist eine Erweiterung von A.

Nun zeigt das gleiche Argument fiir irgendeine symmetrische Erweiterung, fiir
die A, mit D(A4.) C Q(g) gilt, dal A den Operator A, erweitert. Mit anderen

Worten es gilt A = A.. O

Wiederum geben wir zur Erlduterung einige Beispiele:
(1) Sei A: C(RY) — §, ¢ — —Avp der negative Laplaceoperator. Dieser ist
positiv; denn

(b.=8w) = [ 190l

Korrektur!
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Damit gibt es nach Friedrichs eine selbstadjungierte Erweiterung A von

A. Als Faktum bemerken wir, daf der Definitionsbereich D(A) der Sobo-
lewraum
H?(R?) = {¢ € L*(R")|¢%) € L*(R)}
ist. Dies 148t sich leicht einsehen; denn unter2Fouriertransformation geht
) 5o % Boreits i (FAakom wir gesigt, b furall 6 € CiF (R
() (6, Ho) > ~0,752%(¢,9)

gilt. Da wir zum Beweise lediglich die Sobolewungleichung herangezo-
gen haben, um [ |¢|*(z)/|z|dz nach oben abzuschétzen, gilt (% sogar
fir ¢ € H'((R?)). D. h. A := H +0,49Z2 ist positiv. Also existiert die
Friedrichserweiterung. Uber den Definitionsbereich kénnen wir hier nichts
weiter aussagen. Als Faktum sei aber wiederum mitgeteilt, dafl er der
Sobolewraum H?(R?) ist.
Eine zweite Moglichkeit einen nach unten beschréinkten Operator zu gewinnen,
die eine stérkere Voraussetzung als die Friedrichserweiterung fordert aber dafiir
auch den Formbereich explizit angibt, ist von storungstheoretischer Natur.

SaTz 4 (Kato, Lax, Milgram, Nelson). Sei A ein positiver selbstadjungierter
Operator mit Formdefinitionsbereich Q(A) und zugeordneter Sesquilinearform qa.
Ferner sei 5 : Q(A) x Q(A) — C eine hermitische sesquilinear Form, fir die es ein
a € [0,1) und ein reelles b so gibt, dafs

(6) YsealBe, 0]| < a(e, Ag) + b(d¢)

gilt. Dann existiert ein eindeutig bestimmter selbstadjungierter Operator C mit zu-
geordneter Sesquilinearform qo und Q(C) = Q(A) und fir dessen Formbereich

qole,¥] = qale, V] + Ble, ] fir alle v, € Q(A) gilt. Weiter ist C nach unten
durch —b beschrinkt und jeder determinierende Bereich von A ist ein determinie-
render Formbereich von C'.

Dieser Satz gibt der folgenden Definition eine gewisse Bedeutung.

DEFINITION 3. Fualls 8 der Formbereich eines Operators B, sagt man, dafs
B relativ formbeschrinkt beztiglich A mit relativer Schranke a ist. Falls a beliebig
positiv gewdhlt werden kann, heifit B forminfinitesimal relativ zu A.

Als Beispiel behandeln wir nochmals den Hamiltonoperator H = —A — ﬁ des
Wasserstoffatoms. Zunéchst einmal definieren wir fiir positives «

_ L <
Ve(z) := | o] < @
0 lz] > a
und
V> = V — V<,

d. h. V =V + Vs € L¥?(R?) + L>(R?), wobei ||V ||z durch Verkleinerung von o
unter jede positive Zahl gedriickt werden kann.
Wir haben nun

il = [ V@I @< [ V@] W@)Pde+ Vol - (6,0)

Es reicht also zu zeigen, daB fiir alle p € H!(R3)

[ Ve@lw@Pds <a [ [9o@P+b [ o) Pds
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fiir irgendein @ < 1 und b € R gilt.

Wir kénnen das z. B. auf zwei Weisen tun, einmal iiber explizite Bestimmung
einer Norm oder aber unter Verwendung der Sobolewungleichung. Wir beginnen
mit der ersten Moglichkeit

e Wir haben

(W, Vet) = (4, (A + VY2 (A + N7V (A + N TR (=A + 0)V2)
S NEA+2) T2V A+ 2T (A + 0217
Wir haben die Behauptung also gezeigt, wenn die Norm von
R=(=A+ N2V (—A+ N2

kleiner als Eins erkannt wird. Der Operator R heifit Rollnikoperator oder
Birman-Schwinger-Kern. Wir behaupten nun sogar, dafl R ein Hilbert-
Schmidt-Operator ist und die Hilbert-Schmidt-Norm ||R||2 — und damit
wegen ||R|| < ||R||2 auch die Operatornorm — fiir geniigend kleines « unter
Eins fillt. Im Fourierraum erhalten wir nach Schwarz

IRIE = [ 6+ 22T~ )€™ + )2 e

L€ 0Tz - (€ 4 0 e
< / dEde! (€2 + N) 2V (€ — &)
RS
/ dE(E? 4+ )2 / Ve (€)[2de
R3 R3

dE(E + 0) 2 / Ve (@)2dz — 0
R3 |z|<«

fiir A — 0 oder a — 0. In den letzten beiden Schritten haben wir verwen-
det, daB die Fouriertransformation auf L?(R?) unitér ist und V. € L?(R3).
Dieser Beweis iibertriigt sich unmittelbar auf V' € L?(R3) + L>°(R3),
wenn der L?(R?)-Anteil beliebig klein gewiihlt werden kann.
e Wir kénnen auch die Sobolewungleichung verwenden

|/V<(x)|¢(x)\2\ < </x|§av3/2>2/3 </|¢($)|G)1/3

<(f _wemst [ vk
2] <a R3

was gegen Null strebt, wenn a gegen Null geht. Dieser Beweis iibertragt
sich ebenfalls auf eine gréflere Klasse von Potentialen, ndmlich solche in
L3/2(R3) + L= (R3), fiir die der L3/2-Anteil beliebig klein gewiihlt werden
kann.

KLMN
Wir kommen nun zum Beweis des KLMN-Satzes (Satz hi.

BEwWEIS. Wir definieren

V1o, ¥] = (¢, AY) + B[, ]
KLMN
auf dem Formbereich Q(A) von A. Wegen der Ungleichung (%i haben wir auf 9

’y[(bv ¢] > (1 - a)(¢7A¢) —b- (¢7¢) > _b(¢7 (b)a
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da A positiv ist. Also ist v durch —b nach unten beschrankt. Weiterhin gilt
(1—a)(g,Ad) + (¢, ¢) < (o, 0]+ (b+1)(¢, )

< (1+a)(o,A¢) + (20 +1)(9, 0).

Mit anderen Worten gilt, da8 die Normen ||-|| 41,4 und ||| 41, dquivalent auf Q sind.
Da 9 abgeschlossen unter der Norm ||-||_1, 4 ist, ist Q also auch abgeschlossen unter
der Norm || - [|41,4. Also ist v eine halbbeschréinkte, abgeschlossene gnadratische
Form auf 9. Die Behauptung folgt nun aus dem grundlegenden Satz }T O



herbstallg

KAPITEL 3

Relativistische Einteilchenhamiltonoperatoren

1. Hamiltonoperator nach Chandrasekhar

Den (pseudo-)relativistische Hamiltonoperators eines geladenen spinlosen Teil-
chens der Masse m und der Ladung —e im Feld eines Kernes der Ladung eZ
erhiilt man nach der iiblichen Regel aus der klassischen Hamiltonfunktion (c¢?p? +

2ehy1/2 Z‘Te‘z durch die Substitution p — —ihV, ndmlich

4
(7) (~2R2A 4+ m2et) 2 - TS

= chH,
|z|

wo H sich durch Skalierung offensichtlich zu

Zao

(8) H:=(-A+1)Y2 - T

ist, wo o := €?/(he) die Sommerfeldsc Leinsfrukturkopstante jst. Mathematisch
wurde dieser Operaﬁggrgé‘@éﬂon Weder und Herbst I; untersucht.

Die Gleichung (I7) zeigt, dal wir uns bei Spektraluntersuchung dieses Hamil-
tonoperators auf die Untersuchung von H beschrianken konnen, da das Spektrum
von H bis auf eine multiplikative Konstante, der Ruhenergie mc?, mit dem des
Ausgangsoperators iibereinstimmt.

SATZ 5. Die zum Operator H gehiorige auf H'/?(R?) definierte quadratische
Form (v, HY) ist positiv, falls aZ < 2/ gilt, und nach unten unbeschrinkt, falls
aZ > 2/ gilt.

BEWEIS. Da der Operator (—A + 1)1/ 2 in Fouriervariablen der Multiplikati-
onsoperator (£2 + m2)1/ 2 wird, ziehen wir im Folgenden vor, im Fourierraum zu
arbeiten. Wir haben dann fiir die Energie

(¢ =&z
= [ (€@ + DO - 55 / da / deds T (E)
R3 R6
. 2 1/2 20 ZO‘
a0 = [ @t PR - / dede’ T (€ — €)BEw(E)

R3

15
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Wir benétigen also die Fouriertransformation des Coulombpotentials. Wir nehmen
an, dal ¢ € G(R3) gilt. Dann haben wir

dx

li d —1_—ikx
0% ) Joyen ™ @
R ™ )
:H}im /df(ZW)_l/Q/ drr/ d9 sin 9e'lEImeos Py (¢)
— 00 0 0

R 1
N E —-1/2 —i|&|ru
legr;O dé(2m) /0 drr[l due P(€)

R
:/df Rlim (27r)*1/2/ drrﬁ (eimr - eiimr) P(§)
1/2
~ i [ de (i) = /0 dr sin(|€]r)u(€)

R—o0

:éijnm/dé (i)m [€172(1 — cos ([ R) ) < )1/2/|5| “$(8)

Also haben wir

et = vy iocepas - 75 [ [ S o

Fiir beliebige (mef3bare) positive Funktion f, schitzen wir den negativen Anteil mit
Hilfe der Schwarzschen Ungleichung ab. Wir erhalten

(11)

1 !
12 1 [T e e —e g Ve
! f(€)2 =2
d [ d -2
< [ agoop [ ae £ zie-¢
Wir wihlen nun f(§) = |¢| und wihlen ein kartesisches Koordinatensystem fiir

&' so, daB dessen dritte Achse in Richtung von ¢ zeigt. Fiihren wir dann noch
Kugelkoordinaten ein, erhalten wir

2 ™
/ d*¢’ ||§,|2 £ -¢17% = 277/ dr'r’? L ps / (r2 + 1'% = 2rr cos¥) " sin 9dY
R? 0

oo
- 27r/ dr’rQ/ du(r?® + 1'% — 2rr'u) ™!
0 -1

> -1 u= 2
= 27r/ dr'rQF log(r® + 1'% — 2rr'u)‘u=1_1 = 27r/ dr’ 2—711
0 0

_ m/“d(')b ‘wvr o [ L2
B dx 1/z+1
= 2l </ /1 x o —1/x+1>

=21el

r—+r
r—r

Diese Ungleichung liefert

el = [ [ +mt)t - Zae] i) Pas
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a8 fbié;&tnegativ fiir Za < 2/7 ist. (Diese Ungleichung findet sich bereits bei Kato
%307, Formel (5.33)). In diesem Bereich des Parameters Za ist die quadra-
tische Form nach unten beschrankt und wir erhalten nach Friedrichs einen selbst-
adjungierten Operator. Fiir Za < % kénnen wir auch den KLMN-Satz anwenden

und den Formdefinitionsbereich von E als
RS = (€ R [ 1] (€ P < o)

identifizieren.
Tatséchlich ist diese Schranke 2/7 an Za sogar scharf, was man leicht durch

einsetzen einer geeigneten Testfunktion beweist.
O

s g o i
Wir be rkerl dafi die in Satz chauptete Positivitdt fiir aZ < 2/7 von

Raynal u. a.
(13) H >0,4776187

verscharft wurde. Der Beweis dieses Resultates gelang Raynal u. a. durch %ine

raffinierte Wahl der Funktion f in der Ungleichung (HL2§ (Siehe auch Anhang B.)
Abschlielend stellen wir noch fest, daf§ es fiir das Studium der Beschrinktheit

nach unten reicht, den masselosen Fall zu untersuchen. Dazu bemerken wir, daf3

€] < (€ +mH)V2 < ¢ +m

gilt. Also ist die Form & fiir irgendein m genau dann nach unten beschrankt, wenn
sie fiir m = 0 nach unten beschriankt ist. Diese Form soll nun mit Ey bezeichnet
werden. Ey ist homogen vom Grade —1 unter Streckungen.

Sei ¥y (€) = A/ 2(\E) fiir ¢ € G(R?). Dann gilt

3
il = [ Wielwoerae - 20" [ 200

Als Konsequenz erhalten wir daher

inf{Eo[¥]lv € §(R?), [0l = 1} € {0, —oc}.

d£d€ = A"'& [y

If €’|2

2. Der Operator von Brown und Ravenhall

Ein realistischeres ]B\/I ave aﬁ]le&gtironen in einem #dufleren Feld wurde von
Ev own und Ravenhall [2] elngetuhrt welches wir gemifl Evans u. a. behandeln
rown und Ravenhall nehmen an das Elektronen mittels des Diracoperators
beschrieben werden konnen. Sie folgen damit Dirac: Die negativen Zustédnde re-
prisentieren représentieren Positronen (Diracsee). Diese Zustéinde sind alle besetzt
und kommen fiir Elektronen nicht mehr als freie Zustéinde in Frage (gefiillter Dirac-
see). Bei der Wahl, welcher Diracoperator die negativen Zusténde definiert, legen
sie sich auf den_freien Diracoperator fest. Entsprechend wird dann die Energie £
gewiihlt (siehe (hB))
Sei

h
Dy := ch ~a+mc?B

auf G(R?)%. (Solche vierkomponentige Funktionen heiBen Spinoren). Wir bezeich-
nen die vier Diracmatrizes mit aq, as, as, 8. Es gilt fir v =1,2,3

o — 0 o,
v — UV O 9

WO
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die drei Paulimatrizes sind, und

10 0 O
01 0 O
A= 00 -1 0
00 0 -1

Im Folgenden wihlen wir nun Einheiten, in denen ¢ = h = 1 gilt, was wir wieder
durch Skalieren ohne Einschrénkung der Allgemeinheit tun diirfen.
Im Fourierraum wird Dy zum Matrixmultiplikationsoperator

Do(§) =& a+m}p.
Wir bemerken
1) Die Matrix D hat fiir fixes ¢ die Eigenwerte +(£2 + m?)Y/2 mit je
(1) 0(§) g ]

Multiplizitét Zwei. Um dieses einzusehen, bemerken wir zunéchst, dafl die
vier Diracmatrizes o = (o, ag, ag, §) antikommutieren, d. h. es gilt

{ap,av} = aya, +aya, = 20,,,
was man leicht nachrechnet. Also gilt
Do(§)* = & +m?.

Da Dy(€) hermitisch ist, sind die Eigenwerte also &(£24m?2)Y/2. Fiir spiiter
setzen wir F(&) = (¢€2 +m?)1/2. Schlieflich bemerken wir, da die Dirac-
matrizes spurlos sind. Damit ist auch Dy (&) spurlos; die beiden Eigenwerte
miissen also gleich oft vorkommen. Da wir eine 4 x 4-Matrix betrachten,
haben wir aber vier Eigenwerte insgesamt, womit die Behauptung gezeigt
ist.

(2) Der Operator Dy ist ein selbstadjungierter Multiplikationsoperator mit
Definitionsbereich D(Dg) = L3(R3,< ¢ >2 d¢)*. Entsprechend ist Do
selbstadjungiert mit D (Do) = H(R3)%.

(3) Wegen Punkt T gilt

(14) 0(Dg) = 0ae(Dg) = 04c(Dg) = (Do) = (—00, m] U [m, o0).
DEFINITION 4. Wir setzen

(15) Ay = X(0,00)(Do),
(16) Al = X(—00,0)(Do).

Der positive Spektralraum $ = Ay (L*(R?*)®C*) heift elektronischer Hilbertraum;
der negative Spektralraum $_ = A_(L?*(R3)®C*) heifst positronischer Hilbertraum.

SATZ 6. Die quadratische Form
E:A(GRHY) =R

17 *
" 1] = (6, Do) — Za | LETVE)
R3 |z

ist nach unten beschrinkt, falls Za < 2/ (g + %) gilt, und st unbeschrdinkt nach
unten falls Za > 2/(w/2 4 2/m) gilt.

Der im Falle der Beschrinktheit nach Friedrichs durch die Form definierte
selbstadjungierte Operator B hat fir Za < 2/ (g + %) denselben Formdefinitions-
bereich Q(B) wie Ay DoAL, d. h.

Q(B) = A, (H%(R?’) ® C4)
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13.1 LEMMA 1. Die Spinoren 1/3 in FHy haben die Form
- 1
3.1] (18) 9O = g ( (Eo 7, Eu((?)) u(€) >
mat

B(€) = (€ +m”)%, By = B(0), N(€) = RE(§)(E(&) + Eo)]?
und p € L?(R3)2, d. h. u einem beliebigen Paulispinor.

BEWEIS. Im Fourierraum wird A4 der Matrixmultiplikationsoperator

Man verifiziert dugch direktes Ausrechnen, daf Ay (6)h(€) = (€) gilt, wenn ) von
der obigen Form (i8) ist. SchlieBlich kann es keine anderen Elemente in £ geben;
denn die Gleichung

Do(€)v = B(€)v(€)
erzwingt die Form (E%Tl O

3.1
LEMMA 2. Die durch (978) gegebene Abbildung
U:9, — L*(R3) @ C?
15t unatdr.

BEWEIS.
| @ a(@)de = | ()" va()ds

= /W dEN (&) *{(Eo + E(€))*u1(§) u2(€) + w1 ()" (0 - €)(0&)ua(€)} = (ua, uz).
0

3.1
Wir kénnen also mit Hilfe von (EST’(/} durch v ausdriicken und dann anstelle
von € das Funktional

£:6([R*? -R
53] (19 elul= [ BOUOPME - aZy [ u(e)K(E (e
R3 ™ JR6
mit
k(e €)= EQEBNEE)+ B+ (0} )
N TR A
betrachten, wo wir analog zur Glelchung ( &Tr

SATZ 7. Fir aZ < 2/(2/pi + w/2) ist die in l9i definierte Energie £ nach
unten durch xzz beschrinkt. Fir aZ > 2/(2/pi + 7r/2) ist £ unbeschrdnkt nach xxx

unten.

BEWEIS. Wir konnten jetzt versucht sein, weiter wie in Kapitel % verfahren.
Allerdings wiirden wir dann auch nur das dortige kritische aZ reproduzieren. Wir
fiihren daher eine detailliertere Analyse des Funktionals durch. Dazu bemerken wir,
daf} die Paulispinoren

l+s+m
2(l+s) Yy m—% w) s =1
I+s5— mY T2
207 Viom+1 (W)
omega 2 Q w) =
(20 ) FE O
2(l+s)+2 l’m*% w o 1
-2

S
o l+s+m-+1
\ 202 Yime g (@)
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mit/=0,1,2... und m = —[ — 2, N % — sofern sie nicht verschwinden — eine
Orthonormalba51s von L?(S?) bilden. Wir benutzen die Konvention, dal Y, = 0
fiir |k| > I. Die Menge der Indextripel (I,m,s), fir die € ,, s nicht verschwindet,
bezeichnen wir mit I. Wir kénnen dann jedes Element v € L?(R3) @ C? als

S P s (P) (@)
(Iym,s)el

schreiben, wo p = €| und w = £/¢|.
Wir setzen diese Entwicklung in e ein und erhalten

(21) Efu] = Z 11,5la1,m,s]

(I,m,s)el

(22
Talatn)i= (@) = [ ella@Pd =% [ dp [ aali.(os)at)

0 0 0
mit

o (eP) + Eo)Qu(3(Z + L) (e(p) + Eo) + pQuaas(3(L + 2))pf
kl,s(pmp ) = n(p)n(p’) .
Hier sind n(|¢] = N(£),e(|¢]) = E(§) und Q, die Legendrefunktionen zweiter Art,

d. h. )
1 P.(t)
= - ——dt
@i(z) 2 /, 12—t
P, die Legendrepolynome. Wir be yetzuenqglg%er die Bezeichnung der sp @e&len Funk-
tionen, wie man sie bei Stegun )132 findet. Um die Gleichungen (E ) und (

herzuleiten, benutzt man die Orthonormalitét der Spinoren € ,, s und die Iden-
titat

(w - Ug)Qlﬂms
(siehe z. B. Greiner hcﬁﬁw
Hausaufgabe: Man zeige, daB wy s Eigenfunktionen von L2, J? und S? sind,
wo L =z x 1V S—*O’ J=L+s.
Aus der Darstellung der Energie mittels Bl’sffolgt daf es reicht, das Funktional
b s zu betrachten, das das niedrigste Infimum unter Beachtung der Normierungs-
bedingung ergibt. Dazu bemerken wir zunéchst, dafl

(23) Qo(z) > Q1(2) > Q2(2) >

fiir z > 1 gilt. Diese Monotonie im Index folgt aus der Integraldarstellung

o 27 =ldy
an=| A
t+(t2-1)z V1 — 2tz + 2

. hittakerWatson1927 . . .
(Whittaker und Watson %6 ,S. 334, Kapitel XV, Abschnitt 32)). Die Ungleichungs-
(

kette impliziert, dafl das Minimum entweder fiir { =0 und s =1/2 oder [ =1
und s = —1/2 auftritt. (Man beachte, da8 Qg _;/, = 0 gilt.) Daf das Infimum
tatséchlich im ersten Fall auftritt, folgt aus .

Wir bemerken, daf die Kerne k; 5 allesamt positiv sind, was eine wichtige Vor-
aussetzung dafiir ist, bei dieser Abschéitzung scharfe Schranken zu gewinnen.

Der letzte Schritt ist analog zum Vorgehen in der Ungleichung von Kato fiir
den naiven relativistischen Einteilchenoperator. Statt eines Integralkernes in drei
Variablen, liegt hier zwei Kerne in je einer Variablen vor. Jeder dieser Kerne wird
nun wieder mittels der Schwarzschen Ungleichung bearbeitet. Die zu p*xxx analoge
Wahl ist p*zxz. O

(w) = _WQZ+2s,m,—s(W)
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KAPITEL 4

Mehrteilchenhamiltonoperatoren

1. Nichtrelativistische Coulombsysteme

1.1. Grundlegende Eigenschaften. Fiir ein nichtrelativistisches Punktteil-
chen mit ¢ Spinzusténden ist der zu Grunde liegende Hilbertraum

9 =L*(R? @ CI.

Der Hilbertraum $H von N identischen Fermionen, z.B. von Elektronen, ist das
N-fach antisymmetrische Tensorprodukt von §, also

N
v =\ 9.
v=1

Um einen Hamiltonoperator zu definieren, betrachten wir wiederum die quadrati-
sche Form

®,L1(6(R*) @ C) x @)L, (6(R*) ® C?) — R
¢ = (7/)7 HN’R”Z’w)

bzw. ihre FEinschrankung auf die entsprechenden Symmetrieteilrdume, also auf an-
tisymmetrische Elemente. Hier ist der Operator

N
(24) Hypz==T+Vo=Y —A,+eV,
v=1
WO
(25) Vc(l‘l, oy TN, Rl, ceey RK)
S o U/ SR oS BN o S 27/
o |z, — Ry| |z, — 20| |Ryr — Ryl
v=1k=1 v,/ =1 ryr!=1
v<uv! K<k

ist. Dieser Operator ist offensichtlich z. B. auf allen zwei mal differenzierbaren
Funktionen in natiirlicher Weise definierbar. Es gilt

SATZ 8. Die Sesquilinearform (¢, Vo)) ist forminfinitesimal beziiglich der ki-
netischen Energie (1, T4) auf G(R3Y).

Der Beweise kann in analoger Weise zum FEinteilchenfall durchgefiihrt werden.
Die Zweiteilchenstorungen kénnen z.B. durch die Koordinatentransformation

&= (xy —:vg)/\/i, n:= (a1 +x2)/\/§

in Einteilchenterme umgewandelt werden wihrend der Laplaceoperator davon un-
beriihrt bleibt. Den sich mittels des KLMN-Satzes ergebende selbstadjungierte Ope-
rator bezeichnen wir — in Miflbrauch der Notation — ebenfalls mit Hy s 3.

21
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1.2. Die Thomas-Fermi-Theorie. Die klassische Wechselwirkungsenergie
zweier Ladungsdichten p und o ist

(26) D(p,o) = %/RS dz /11%3 dyw.

D ist ein Skalarprodukt; die zugehorige Norm ist ||p||c := v/ D(p, p). Ferner schrei-

ben wir
Z |z — Rk|

fiir das elektrische Potential der Kerne. Das Thomas-Fermi-Funktional

3 Zsp(z) 22
27)  £7F ::/ 3 ( dz + D(
(@7) &)= | 5P Z| R, Dr Z R~ Ri
N<A

ist fiir fixe Ordnungszahlen Z = (Z1,...,Zx) € RE und fiir fixe, paarweise ver-
schiedene Kernpositionen R := (Ry,...R) € R*¥ in natiirlicher Weise auf

(28) T ={pec L’3||pllc < oo, p>0 fast iiberall}

enz1932
definiert. Das Thomas-Fermi-Funktional £7* wurde von Lenz [I8] mit der Kon-
stante v := (672 /¢)?/® zur approximativen Beschreibung von Mehrelektronensyste-
men mit g Spinzusténden pro Teilchen eingefithrt. Wir werden von der Konstanten

~ zunéchst lediglich a ehmqgwdaﬁ si EOSJ% f%-ter%%l{eg;s;homas -Fermi-Theorie an
sich geht auf Thomas %Z[] und Fermi ombas 4511&}%“%“ E%e Ubersicht vom phy-
sikalischen Standpunkt bietet Gombas ine u endffﬂ ,}I}athematlsche

1mon

Untersuchung des Funktionals gaben Li d Simon ne bersmht vom
mathematischen Standpunkt gibt Lieb '2(§ imon1979

Die folgende Darstellung lehnt sich an Simon ;3I an. Unser erstes Hilfsmittel
ist das folgende Resultat.

LEMMA 3. Fiziere R1,...,Rx € R3¥ und 0 < Z1,..., Zx und setze
Z = Zl + ... +Zk

Dann gibt es zwei lineare Funktionale 1y und lo auf T mit der Figenschaft: Es
existieren Konstanten a und b so, daf fiir alle p € T und alle R € R3K

l(p)| < aZllplls/s  und [l2(p)| < bZ]|pllc
und
[ EV@pa)de =1o) + (o)
gilt.
BEwEIs. Wir beginnen Wir setzen

1 1
@) =5 / E—L

ly|<1

D.h. V5 ist das Potential einer Einheitsladung, die gleichmé8ig auf der am Ursprung
zentrierten Einheitskugel ausgeschmiert ist. Nach Newton ist dann Va(z) = 1/|z|
fiir |2] > 1 und Va(z) < 1/|z| iiberall.
Weiter setzen wir Vi (z) := 1/|z|—Va(z). Offensichtlich gilt dann V; € L5/2(R?),
d.h. fiir [ (p) == S0, [ Vi(z — Ry)p(x)dz haben wir
K

(29) l11(p)] < azzk||V1||5/2||PH5/3
=1
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mit a := [|[Vi][5/2-
Wir setzen weiter l3(p) := Zszl Zy, [ Va(x — Ry)p(x)dz. Dann haben wir
1 1
(30) /Vz(fE)P(fﬂ)diﬂ = /dfﬂm /dyXBl(o)(y)HP(m)d
2
=——-D <b
471'/3 (XBl(O)?p)— ||p||C<OO,

wo wir die Schwarzsche Ungleichung fiir das Coulombskalarprodukt im letzten
Schritt benutzt haben und wo wir

3
b:=—
27r||XBl(o)||
gesetzt haben. Also gilt auch

K
l2(p)| <0 Zilipllc-
k=1

O

Als néchstes zeigen wir, daf§ das Thomas-Fermi-Funktional einen eindeutig be-
stimmten Minimierer in 7 4 hat, der die Thomas-Fermi-Gleichung erfiillt.

SATZ 9. Das Thomas-Fermi-Funktional Erp hat einen eindeutig bestimmien
Minimierer p auf T . Dieser erfillt die Thomas-Fermi-Gleichung

(31) P =V 4px|- [T =0.
Lem .
BEWEIS. Wegen Lemma b‘ﬁaben wir
5/3
(32) Exv(p) > o125 — aZllplls/s + lollz = bZllpllc

ist gleichméBig in R und p nach unten beschriinkt. Desweiteren divergiert Etr(p)
nach Unendlich falls ||p[|5,3 oder ||p||c gegen Unendlich divergiert. Wenn also p, €
T von &y ist, d.h. es gilt

Jim Err(pn) = EFF(R, 2),

dann ist diese Folge sowohl in der 5/3-Norm als auch in der Coulombnorm be-
schriankt. Nach Banach und Alaoglu existiert dann eine Teilfolge, die sowohl in
L5/3 als auch im Raum der Funktionen mi endlicher Coulombnorm schwach kon-
vergiert. Wir denken uns nun diese Teilfolge von Anfang an gew#hlt. Es ist klar,
dafl E%F(ﬁ, Z) < A gilt, denn p = 0 ist eine mogliche Wahl. Das bedeutet aber,
daB sowohl ||p,|[5/3 als auch ||p,||c beschrinkt sind. Da L5/3(R?) ein reflexiver
Raum ist und || - ||c einen Hilbertraum definiert, kénnen wir nach Banach und
Alaoglu eine Teilfolge finden, die wir unter Miflbrauch der Notation wieder mit p,,
bezeichnen und die sowohl schwach im L/3(R3) als auch schwach in {p|||p||c < oo}
konvergiert, d.h. es gilt [ p,(z)f(z) — [ p(z)f(z) fir alle f € L%/2(R%) und es gilt
D(pn, f) — D(p, f) fiir alle f mit D(f, f) < oo, wo p € L>3(R3) und D(p, p) < oo.

Wir benétigen, dal p > 0 und p = p fast iiberall gilt. Zunéchst zeigen wir die
Positivitit: Sei N = {z € R3|p(z) < 0} die Ausnahmemenge auf der p echt negativ
ist. Wenn diese keine Nullmenge wire, dann existierte ein Radius R so, daf}

0> / XBr()nn (2)p(z)de = lim / XBr()nN (2)pn(z)dr 2 0,
R3 R3
wo die Gleichheit gilt, weil x g, 0)nn sicherlich in L5/2(R3) liegt.

Es bleibt die Gleichheit von p und p zu zeigen: Zunéchst einmal ist klar, daf} die
Konvergenz von [(p, — p)g(x)dz gegen Null fiir alle g in einem dichten Teilraum
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D von L°?(R3) die Konvergenz von J(pn — p)f(z)dzx gegen Null fiir alle f in
L%/2(R?) nach sich zieht. (Fiir ein beliebiges f € L%2(R?) wihle ¢ € D so, daB
I[f = glls/2 < +r€, wo M eine Schranke ist, die ||p, — plls/3 nach oben beschrénkt.
Dann gilt

) 1 [n =21 <1 [n =2l 4] [0~ 0= DI (o 0]+

woraus die Behauptung zum Grenzwert folgt.) Da C§°(R?) dicht in L5/2(R3) ist,
folgt fiir f € C5°(R?)

(34) 0=Tim [ puf@@)de = lim 2D(p., ~-Af)
(35) = 2D(ﬁ,f%Af)
(36) ~ [ #r(yis,

R:i

woraus p = p folgt. Wir zeigen nun, dafl

(37) lim sup £57 (pn, B) > E™F (p, R)

n—oo

/p5/3:/pp2/3:nlinéo/p"p2/3

denn p?/3 € L5/2(R?). Also folgt

3/5 2/5
/p5/3 < limsup (/pf/g) (/05/3>
und damit

(38) /p5/3 < 1imsup/pf/3.

L
Geméfl Lemma egﬂt offensichtlich

gilt. Zunéchst gilt

(39) lim [ V(@)pa(@)de = b (o) + Ia(p) = / V(@)p(z)de.

n—oo

R3 R3
Schliellich haben wir nach Schwarz

D(p,p) = lim D(p, pn) < /D(p; p)limsup \/D(pn, pn),

n—oo

also

(40) D(p,p) < lim sup D(pn, pn)-

Aﬁd 1t1ton der Unglelchungen bg% und &[Ulfhefert die gewiinschte Ungleichung
amit ist aber gezeigt, daﬁ p ein Minimierer des Thomas-Fermi-Funktionals

gTF auf T ist.

Um die Eindeutigkeit des Minimierers zu zeigen, bemerken wir, dal 7 eine
konvexe Menge ist und dafl das Thomas-Fermi-Funktional Ery ein streng konvex ist:
DaB [ p°/3 streng konvex ist, ist offensichtlich; denn es iibertriigt sich unmittelbar
aus der Potenzbildung (mit Potenz grofer als Eins). Der zweite Ausdruck, also
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f V(z , ist linear und der vierte, A, ist konstant. Es bleibt der dritte Ausdruck.
Sei p,U E ’T p# o und A € (0,1). Dann haben wir

DM+ (1= No, Ap+ (1—A\)o)
= ND(p,p) + 221~ A), D(p,0) + (1 - \)*D(0,0)

< A2D(p, p) +2X(1 = \)\/D(p, p)/D(o,0) + (1 — \)>D(0,0)
= (AD(p,p) + (1 = N)/D(0,0))*
< AD(p,p) + (1 = A)D(a,0),

wo wir die Schwarzsche Ungleichung im ersten Schritt benutzt haben und die strikte
Konvexitit der Wurzel im letzten. D.h. der dritte Ausdruck is sogar streng konvex.
Damit ist die strenge Konvexitdt von Erp gezeigt.

Nun folgt die Eindeutigkeit unmittelbar: Seien p und o zwei Minimierer von 7°
in 7. Dann hitten wir, falls p verschieden von o wéren

ERF (5o + 50, B) < SR (0, B) + 56K (0. ) = inf €77 (o, ),

pETK +

was absurd ist.

Es bleibt nun noch die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-Gleichung bl’c) fiir den
Minimierer zu zeigen.

Nehme an, da p € T, der Minimierer von ELF (-, R) ist. Sei weiter h € C5°(R3)
und R := sup p. Dann ist fiir hinreichend kleines € die Funktion p + ehxr wieder
in 7,. Da Ableitung von f(€) := ELF'p + ehxr, E) bei Null verschwindet, folgt die
Euler-Lagrange-Gleichung

2/3 _ 2 [V_rl\*P]—s- p(x) >0
T {0 p(x) =0

Da aber p(x) # 0 falls V(z) — ﬁ * p] erhalten wir

(41) 9P/ a) = V(@) = 7+l

Es bleibt zu zeigen, dal V' (z) > |i % p(x) 77 gilt. Dazu bemerken wir zunéchst, daf

sup ’/po(az) dx
y ly — x|

gilt, was unmittelbar aus Lemma %g?olgt. Diese Ungleichung impliziert, dal ¢ — V
beschrénkt ist. Diese Differenz ist auch stetig; denn fiir zg ¢ {R1, ..., Rx} ist sie die
Summe einer harmonischen Funktion und der Faltung des Coulombpotentials |z|~*
mit einem p € L*°, das kompakten Tréiger besitzt. Wir schreiben nun p = p; + po
mit einem p;, das kompakten Tréger besitzt und einem pg, das sowohl in der ||-||c—
als auch in || - |[5/3~Norm klein ist. Dann folgt, da8 (¢ — V))(z) — 0 fiir |z| — oo;
denn [ pi(y)|z = y|~'dy — 0 fiir |2| — oo, da p; € L'(R3). Also verschwindet ¢
im Unendlichen. Weiterhin ist klar, dafl ¢(z) — oo fiir x — R; gilt.
Sei nun

fiir jedes pg € 7+

< 0(|lpolls/3 + llpollc)

S = {z € R3|p(z) < 0}
die Ausnahmemenge, auf der die zu zeigende Behauptung falsch ist. Da ¢ mit
Ausnahme der Kernorte stetig ist und sicher nicht die Kernorte Ry, ..., Rx enthélt,
ist S offen. Da A¢ = 47p (im Sinne von Distributionen) gilt und da p = gbf/Q gilt,

ist ¢ harmonisch auf S und nimmt daher seinen Minimalwert auf 9S U {co} an. Da
aber ¢ auf 0S verschwindet, ist ¢ auf S sicher nicht negativ, d.h. S ist leer. O
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Wir bemeﬂ;egﬁ,e gggzdas schone Argument, dafl ¢ nichtnegativ ist von Teller

stammt (Teller . Es wird im Beweis des Tellerschen Lemmas wiederverwandst.
LEMMA 4. Es gilt
EXF(Ry,...,Rx,Z1,...,Zx) — EEF (Ry,...,Ric-1,Z1,..., Zk_1)
fir Zxg — 0. Weiter gilt fir Z, >0

6ETF . ) .
S7 (2=t o, R.2) -

_Zz
|z — Ryl

L
BEWEIS. Die erste Behauptung folgt leicht aus den Schranken des Lemmas bﬂ

Fiir den Beweis c]g‘ §§velote J?]ehauptung verweisen wir auf den Originalartikel

von Lieb und Simon ormal liee sich jedoch leicht wie folgt argumentieren:
Da ELF beziiglich der Variation nach p fiir den Minimierer stationér ist, haben wir

OELF (R, Z) 0

0Z,, - 07, £k (0 R 2),

wobei wir —in Mifibrauch der Notation— ELF jetzt auch explizit als Funktion der
Atomzahl schreiben. Nun ist aber

- /| d+Z\Rk—R|

was genau den behaupteten Grenzwert ergibt. 0

SATZ 10 (Tellersches Lemma). Fir fizes x, R1,..., Rx € R3 Ry, ..., Ry paar-
weise verschieden ist ¢(x, R, Z) eine monoton wachsende Funktion in den Z,.

BEWEIS. Seien 0 < Z,, < Z, zwei nichtnegative Kernladungszahlen und S sei
die Ausnahmemenge

S={zeR¢@, R Z1....2,....2K) < px, R, Z0, ..., Zp,..., ZK)}.

S ist —wie oben— offen und es gilt R, ¢ S, wenn Z,, > Z,, gilt.
Sei

W(x) = o2, R, Z1, ..o, Ly Zic) — D, R 20y Ly 2.
Auf S geniigt 1 der Ungleichung
Al/} = 47(/)('775) - p('a Zn)) = 4W(¢('77R)3/2 - ¢(a Zn)3/2) < Oa

d.h. ¢ is superharmonisch und nimmt daher sein Minimum von 9S U {co}. Dort
verschwindet v aber, was bedeutet, dafl ¢ auf S nichtnegativ sein kann. Also ist .S
leer. O

SaTz 11 (Tellerscher Satz). In der Thomas Fermi- Theome dissoziieren Mole-
kiile. In Formeln: Sei B € R3K | Z € RE und Re R3L, Z € RL. Dann gilt

(42) EESL(RR,2,7) > EEF (R, Z) + ETF (R, 2).

Tell
BEWEIS. Sei AFE die Differenz der linken und rechten Seite von ( 57. Auf Grund

der Stetigkeit in der Z1, ..., Zx bei Null, miissen wir lediglich zeigen, dafl die par-
161,}6?1Ab1e1tungen 0AFE /8Z nichtnegativ fiir Z,, > 0 sind. Aber nach Lemma

ist die Ableitung eine Differenz von ¢, die auf Grund des Tellerschen Lemmas
nichtnegativ ist. O
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LEMMA 5 (Instabilitét von Molekiilen (Teller %ﬁ%i Err das Thomas-Fer-
mi-Funktional mit Ordnungszahlen Z € RX und paarweise verschiedenen Kernor-
ten B € R3K | sei [ p=N und sei EF(n,Z) das Infimum des atomaren Thomas-
Fermi-Funktionals auf T unter der Nebenbedinung [ p < n. Dann gilt

Err(p) > inf{ET (N1, Z,) + ... + ETF(Ng, Zx)|N = Ny + ... + Nk}

Physikalisch bedeutet der vorige Satz, dafl die molekulare Thomas-Fermi-Ener-
gie irgendeiner Dichte immer grofler ist als die Summe der entsprechenden — elektro-
nisch saturierten — atomaren Thomas-Fermi-Energien; es gibt also keine Bindung
in der Thomas-Fermi-Theorie.

Eine weitere interessante Eigenschaft des Thomas-Fermi-Funktionals ist es, daf3
der Minimierer p gerade eine Ladungszahl besitzt, die gleich der Summe der Kern-
ladungszahlen ist, d. h.

LEMMA 6 (Nichtexistenz negativer Ionen). Sei p € T. Dann gilt
Ere(p) > Ere(N, Z, R)

Obwohl dieser Satz fiir beliebige Anzahl von Kernen gilt, existiert im Einzen-
trenfalle ein einfacher Beweis, der hier vorgestellt werden soll. Er geht auf Rafael
Benguria zuriick.

K=1. Definiere p,, :=< p > als das sphérische Mittel von p. Auf Grund der
strikten Konvexitit des Funktionals Etr, haben wir Evr(pm) < ETr(p), es sei denn,
dal p = p, gilt, d.h. es sei denn p ist schon selbst kugelsymmetrisch. Insbesondere
konnen wir uns damit bei der Minimierung stets auf kugelsymmetrische Dichten
beschrianken und wissen, dafl der eindeutig bestimmte Minimierer stets kugelsym-
metrisch ist.

Nehme nun p € 7 und N := [ p > Z. Sei dann R der kleinste Radius, fiir den
f‘w|<R p(z)dz=Z gilt und setze

_ Jp(@) [z <R
(43) o(z) = {0 R

Wir setzen ferner o/ = p — o. Offensichtlich ist

— 70
(44) Erp(o) — Err(p) </ |T|Ud:1:+D(cr',a’) +2D(o’,0)
R3
=D(o’',0') <0
wobei wir die Kugelsymmetrie der Funktion ¢ und den Newtonschen Satz in der
letzten Gleichung benutzten. O

e
Kombinieren wir dieses Resultat mit dem Satz %,so ergibt sich

FOLGERUNG 1. Sei Erp das Thomas-Fermi-Funktional fir ein Molekil aus
Atomen mit beliebigen Ordnungszahlen ERE und beliebigen, paarweise verschie-
denen Kernorten. Ferner sei p € T. Dann gilt

(45) T(p) =z Exr(Z1) + ... + Evr(Zk).

Mit anderen Worten: Die Thomas-Fermi-Energie irgendein eines Molekiils mit
irgendeiner Ladunsverteilung p wird stets durch die Summe der atomaren Thomas-
Fermi-Energie nach unten beschrinkt. Dieses Resultat zeigt, dal die Thomas-Fermi-
Energie im wesentlichen additiv in den Atomen ist, eine fundamentale Tatsache fiir
die statistische Mechanik, wo die die Extensivitdt der Energie eine fundamentale
Aussage ist.

Weiter sehen wir, dafl es nicht sinnvoll ist, negative Ionen mit der Thomas-
Fermi-Theorie zu behandeln. Fiir positive Ionen ist das anders.



def:F

eq:hartree

eq:austausch

eq:kern

density

direct

exchang

D-F-potential

28 4. MEHRTEILCHENHAMILTONOPERATOREN

1.3. Die Hartree-Fock-Theorie. Eine Einteilchendichtematrix eines fermio-
nischen N-Teilchensystems ist ein selbstadjungierter Spurklassenoperator vy auf dem
zu Grunde liegenden Einteilchenhilbertraum $ mit 0 <y <1 und N := Sp~. Im
folgenden betrachten wir Elektronen mit ¢ Spinzustinden, d.h. § = L?(R?) ® C9,
wo ¢ eine natiirliche Zahl ist. (Physikalisch ist ¢ = 2.)

Wir bemerken ohne Beweis, dafl jede fermionische Einteilchendichtematrix als
Marginaldichtematrix einer N-Teilchendichtematrix geschrieben werden kann. Ins-
besondere rithren Einteilchendichtematrizes, die Projektionen sind, stets von Slater-
determinanten her. Umgekehrt ist die Einteilchendichtematrix v der Slaterdetermi-
nante ¢» = (N!)7'/2e; A... Aey durch die Projektion |e;){ei|+ ... +|ex >< en]| auf
den von eq, ...,eyx aufgespannten Unterraum gegeben, wie einfaches Nachrechnen
zeigt.

Fiir p € [1,00) sei nun

&p(9) ={AeB(H) | SplAf < oo}

das Schattenideal der Ordnung p; ferner sei G, ($)) der Raum der kompakten Ope-
ratoren auf §.

DEFINITION 5. Sei
Fi={ye&i(H)IV-A+IW-A+1€61(9), v=7"}
versehen mit der Norm ||| r := |[V—A + 1Tyv/=A + 1)||;.

Der Raum F' ist mit seiner Norm ein Banachraum.
Es ist praktisch, die klassische Wechselwirkungsenergie zweier Ladungsvertei-
lungen p und o als

1 o(x)p(y)
46 D(p,o :f/ dx dy ——=
(46) (p.0) 2 Jgs R3 Ix -yl
abzukiirzen und die Austauschenergie

1 )
(47) Ex(y,0) := f/dx/dyiv(x’y) (v, )

2 Jr r Ix — v
zweier Einteilchendichtematrizes v und ¢ einzufiihren.

Wenn wir die Eigenwerte von v € F mit A, bezeichnen, die Eigenvektoren mit
&, und den zu v gehorigen Integralkern mit v(x,y), dann gilt

(48) Y(z,y) = Z)\ngn(l')m

(Dabei ist es praktisch die Bezeichnung x = (x, s) fiir die Raum-Spin-Variablen,
also fiir Elemente von G := R® x {1,...,q} zu benutzen und mit dz als Produkt
des LebesguemaBes auf R® mit dem Zihlmaf auf {1,...,q}.) Die zu v gehorige
Einteilchendichte ist

(49) p"/(x) = Zz/\n|£n(x)|27

o=1 n
das zugehorige elektrische Potential ist
P+ (¥)
50 oM (x) = / ———dy.
0 R
Schliefllich ist der v zugeordnete Austauschoperator X, durch seinen Integralkern

o) e Y& Y)
(51) Xy (2,y) : m—

gegeben. Die Differenz
(52) W, = - X,
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dieser beiden Operatoren ist das von den Elektronen erzeugte mittlere Potential.
Eine einfache Anwendung der Schwarzschen Ungleichung zeigt die Positivitéit von
W,,. Der Dirac-Fock-Operator zughedrige Hartree-Fock-Operator ist

hf-operator | (53) HY .= Hy + aW,,.

def:h DEFINITION 6. Das Funktional
gHF F—-R

v+ Sp(Hz7) + D(py, py) — Ex(v,7)

Fiir spéatere Zwecke fithren wir die Abkiirzung
(55) Q(’Ya 5) = (p’Ya ,06) - Em(’% 5)

ein.

Wir bemerken, dafl das Hartree-Fock-Funktional auf F' wohl definiert ist; denn
alle Summanden existieren einzeln. Zunéchst einmal bemerken wir, dafl es hinreicht,
die Wohldefiniertheit nur fiir positive 7y zu zeigen. Anderenfalls zerlegen wir ndmlich
Y = 7+ — 77— in seinen positiven und seinen negativen Teil. Die Endlichkeit des
linearen Terms Sp(Hz7) ist offensichtlich; der Endlichkeit des Hartree-Terms folgt
aus der Schwarzschen Ungleichung:

(54)

H HII
H| | Fh

D(py;py) = D(pyys pry) + D(pyys oy ) + D(py_s pyy ) + Doy py)
< 2(D(p'y+,p'y+) + D(p'yfap'yf))'

Das gleiche Argument gilt fiir den Austauschterm. Ferner ist der Austauschterm fiir
positive v durch den Hartreeterm beschrénkt: Dieses folgt unmittelbar aus der Tat-
sache, daB} sich die Nichtdiagonalterme der Dichtematrix durch die Diagonalterme
des Absolutbetrages majorisieren lassen: Nach Schwarz haben wir

aus<hartree| (56) |y(z,y)|= ‘Z)\nfn(l’)m|

< \/Z Anngn(x)P\/Z Pl len@)I2 = /o ()P (3).

Damit folgt nicht nur die behauptete Majorisierung der Austauschenergie durch die
Hartree-Energie sondern natiirlich auch

eq:x<d| (57) X, < o,
Wir betrachten nun die folgende Mengen von Einteilchendichtematrizes mit
endlicher kinetischer Energie
set:1pdm| (58) S:={yeF|0<y<1},
set:1pdmq| (59) Sny:={y€S| Spy <N},
set:1pdmdq| (60) Son :={y€ S| Spy=N}.

1.3.1. Reduktion des Minimierungsproblems auf Dichtematrizes endlichen Ran-

S5S8S4.1.3.1| gés.

LEMMA 7. Sei N € Ry und v € Spn. Dann existiert eine Folge von Dichte-
matrizes endlichen Ranges yx € San mit ||yx —v|lr — 0 fir K — .

BEWEIS. Sei &, k € N eine aus Eigenvektoren von y bestehende Orthonormal-
basis, die in H!(G) liegen.

Falls alle Eigenwerte von v — bis auf endlich viele — lediglich 0 oder 1 sind, dann
ist die Behauptung offensichtlich, weil v dann notwendigerweise selbst endlichen
Rang haben muf}, da - in der Spurklasse liegt. Wie kénnen daher annehmen, daf es
unendlich viele Eigenwerte A, € (0,1) gibt.
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Sei e := N — Zszl Ak. Dann bilden ex eine nichtnegative monoton fallende
Folge, die gegen Null konvergiert. Wir setzen g = S 1, Aelér) (Ex] + €x|€n) (€.

Weiter wihlen wir nun n < K und K so grof3, dafl A, +ex < 1 gilt. Offensicht-
lich ist yx endlichen Ranges und liegt in Spy .

Wir zeigen nun, dafl die yx die behauptete Approximationseigenschaft besitzen.
Es gilt

Y=k = Y, Ml (Gl — exl€n) (&l
k=K+1
Also
61) v = xllr < Z Ak Sp((=A + 1)€k) (&]) + €xc SP((—=A + 1)6n) (6n)
k=K+1
a (—A+ 1)y € 61(9) gilt, strebt der erste Summand gegen Null. Der zweite
strebt gegen Null, da ex — 0 gegen Null geht. (]

Die folgende Tatsache folgt nun unmittelbar aus der Stetigkeit von £ in der
F-norm und dem vorangehenden Dichtheitsresultat.

FOLGERUNG 2. Sei N > 0. Dann ist
(62) inf{E(v)|y € San} = Inf{E(p)|0 < v € Son, Rang(y) < co}.

Schliellich zeigen wir, dafl uns bei der Minimierung — im wesentlichen — stets auf
Dichtematrizes v = P+|¢){yp| zuriickziehen kénnen, bei denen P eine Projektion ist
und Py = 0 mit ||| < 1 zuriickziehen kénnen, wobei Sp P gleich dem ganzahligen
Anteil von N ist.

. [Lieb1981V,LiebBa@hA992
Sarz 12 (Liebl21, 19j Bach ? ). Seiy € Syn ein Dichtematriz endlichen Ran-

ges. Dann existiert eine Projektion P und ein ¢ € $ mit Po =0 und ||¢|| <1 so,
dafs

(63) E(P+ |p){el) < E().

h
In (%aS; herrscht echte Ungleichheit, wenn -y nicht selber Summe einer Projektion
und eines positiven Operators vom Range Fins ist.

BEWEIS. Wenn schon v = P + |p){p]| gilt, ist (%%%hoffenbar. Wir kénnen also
annehmen, dafl es mindestens zwei verschiedene Eigenwerte von ~ gibt, die nicht
0 oder 1 sind. Seien 1 und ¢ normierte Eigenvektoren zu diesen Eigenwerten. Fiir
€ € R setzen wir

Ye =7+ e(|) (W] — @) {4].
Falls € nahe genug bei Null liegt, gilt, dafl 7. € Syn liegt. Wir berechnen
(64)  Eur(ve) — Eur(y) = dyge + Q) (W] — 0)(0], [¥) (%] — |8)(¢])

wo d := Sp[H (|o) (4| — |#)(a])] ist. Falls dy 4 > 0 gilt, wihlen wir e negativ,
anderenfalls positiv. Wir vergrofern dann |e| soweit, dafl die Bedingung 0 < ~, <1
gerade noch erfiillt. Der ensprechende Wert von € sei mit ¢y bezeichnet.

Der in ¢g lineare Term liefert somit einen nichpositiven Beitrag, der echt negativ
ist, wenn dy ¢ nicht verschwindet. Der quadratische Term ist ebenfalls negativ; denn

QU (W[ — [#)(dl, |¢)(¢\ [9)(2])
/ / ([¢(= —925(96)|2)(|¢(y)|2—||<1>(y)||2)—Iw(%)w(y)—(/’>(96‘)<z5(y)|2
X-y

/ / 2)PloW)I* + R(¥(@) ¥ (y)d(z)$(y))

Ix -yl

<0
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Die Dichtematrix ~., besitzt also eine echt kleinere Energie als die Ausgangsmatrix
~v und hat dariiber hinaus mindestens einen Eigenwert weniger der echt zwischen
Null und Eins liegt. Iteration dieser Prozedur eliminert alle Eigenwerte die echt
zwischen Null und Eins liegen mit Ausnahme von hochstem einem, bei ganzzahlieger
Teilchenzahl N sogar alle. O

LEMMA 8. Das Hartree-Fock-Funktional Egy ist auf Sy nicht nur nach unten
beschrinkt sondern sogar koerziv in der F'—Norm. Genauer gilt fir jedes v € Sy

K
1 N
(65) Eur(v) = SlvllF — T ZZm
k=1

BEwEIS. Wir haben

(Vo, Vo) > c(o,] | '¢) — /4
Also gilt mit Wahl von ¢ als Eigenfunktion £, von 7, nach Multiplikation mit den
Eigenwerten A\, und nach Summation

N
Sp(|- —Rul™19) 2 ¢ Sp(=Aq) + -

Wir wéhlen nun ¢ = 2K 7, multiplizieren mit Z, und summieren iiber x. Wir
erhalten also

- N & 1
(06) > ZeSpl-| 7 < 5 Sp(- ZZ <shle+5 ZZ
k=1 k=1

und damit haben wir auf Grund der Positivitdt von @[], daB

K
1 N
Ear () = S lVllF — T ;Zm

O

Die Koerzitivitdt des Hartree-Fock-Funktionals ist nun zusammen mit dem
Satz von Banach und Alaoglu der Schliissel zur Beantwortung der Frage nach der
Existenz eines Minimierers.

SATZ 13. Das Funktional Egr nimmt Sy sein Infimum an. Ist N ganzzahlig,
so ist der Minimierer eine Projektion.

BEWEIS. Sei %bgic%e min'imierende Folge des Funktionals Eyp auf S N.'Auf
Grund des Satzes [[2 kdnnen wir annehmen, daf der Rang der +,,) durch die kleinste
ganze Zahl grofler gleich N nach oben beschrénkt ist. Fiir spétere Zwecke fithren
wir auch die Folgen

An = (A + 1)1/2%L(_A + 1)1/2
und
'?n _ (—A)1/2(—A + 1)—1/2,3/n(_A + 1)_1/2(—A)1/2

ein. Wegen der Koerzitivitdt von gy existiert eine Konstante M so, dafl

(67) [Fnll < [1Fnllt < llynlls < M
fiir alle n gilt. Damit gilt aber sogar fiir alle p > 1 und alle n, dafl
(68) Yy A < MHP

gilt. Da die Rdume &,(%) reflexiv sind, sind Kugeln in diesen R&umen schwach
kompakt, d.h. wir kénnen wihlen nun eine Teilfolge von Indizes — in Milbrauch der
Notation wiederum mit n indiziert — so auswéhlen, dafl sowohl 7, als auch gamma,,
schwach in &2 als auch schwach in &4/3 konvergieren.
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Weiterhin sei

1 @) = 67 @ W) + -+ @ )

mit paarweise L?-orthogonalen 5%”), e 1(\7) € HYT). Da diese Funktionen eben-
falls beschrénkt in H!(T) sind, kénnen wir unter weiterer Teilfolgenbildung schwa-
che Konvergenz annehmen. Nach Sobolew koénnen wir dann sogar lokal starke
Konvergenz in L? und damit punktweise Konvergenz gegen gegen Grenzelemen-
te &1, ...,&n € HY(T) finden. Wir setzen

V(2. y) =& (@) (y) + ... + En(2)En ().

Wir zeigen nun, daf} alle diese Limiten iibereinstimmen. Zunéchst einmal ist zu
zeigen, daB fiir p,q € (0,00) die schwachen Grenzwerte () in &, und in &, einer
Folge

O € 6,(H) NGy(H)

iibereinstimmen: Die dualen Indizes zu p und ¢ seien mit p’ und ¢’ bezeichnet. Dann
haben wir fiir jedes B € 6,y N &4/, dal
Sp(B3") = Sp(Bd,) = Sp(Bs)

gilt, also Sp(B(y(® —~4®))) = 0. Damit folgt insbesondere, dafi §®) = §(@ ist, also
der obere Index entfallen kann und 6 € &,($H) N G,(H) ist.

Als niichstes untersuchen wir die Beziehung zwischen v und +'. Zuniichst einmal
gilt, daf fiir f € H(T)

(FA+DY2F (A + DY) — (A +1)V2F, (-A +1)12¢,)

also
N
Sp(I£)gl D> 1(=A+1)128,(n)(~A +1)1/2¢,|™)
N
= Sp(If )9l > =2+ )20 (—=A + 1)26,]) = Sp(I£)(gl7n)

auf Grund der schwachen Konvergenz von 4.
XXXXXX
Anderereseits haben wir auch auch punktweise, daf ... O

1.4. Stabilitit der Materie. Wir sind daran interessiert, den Grundzustand
und die Grundzustandsenergie des Operators Hy o3 zu bestimmen. Insbesondere
wollen wir die Stabilitdt der Materie zeigen, d.h. wir wollen zeigen das die Ener-
gie pro Teilchen gleichmiflig in der Teilchenzahl und dem Zustand (in unserem
Falle, der Zustand der Elektronen im Hilbertraum und der Positionen der Kerne)
nach unten beschrénkt ist, d.h. es gibt eine — eventuell von den Kernladungszahlen
Z1,..., Zx abhingige Konstante eg so, daf} fiir alle Zusténde 1 endlicher kinetischer
Energie und fiir alle paarweise verschiedenen Kernpositionen R, ..., R € R3

(¢7HN7R'7Z’(/))

(69) N+K =

€0
gilt.

Unsere Strategie wird es sein, das Problem auf ein einfacheres — wenn auch
nichtlineares — Problem, ndmlich eines in nur drei Variablen, zuriickzufiihren. Statt
die Energie als Funktion des Zustandes i zu bestimmen, zeigen wir, dafl es hin-
reicht ein Nédherungsfunktional als Funktion der Elektronendichte zu bestimmen.
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Die Elektronendichte im Zustand 1 ist definiert als

py(z) = {/dl’g /d:rN|1/1 Ty 22, eeey TN O,y rn O N)|2

01,..,0N=1
/dﬂl‘1 /dl‘N 1|w L1,X2,..., T3 017---UN)|2}-

Um die Energie als Funktion des Zustandes durch die Energie als Funktion der
Elektronendichte abzuschétzen benotigen wir zwei Ungleichungen:

ieb0xford1981
LeEMMA 9 (Lieb-Oxford-Ungleichung 24 ). Far alle ¥ € ®,-1 (Hl(RB) ® (Cq)
gilt

(71) > Z /RSN E— |d$>D(pw7pw)—1 68/ pyde,
m v

1<pu<v<N o1,...,o0n=1

(70)

wobet

(72) D(r.g)= g [ as [ a2

das Coulombskalarprodukt ist.
Bemerkung: Fiir 1/ D(p, p) schreiben wir auch:

. L. . iebThirringl976 . .
LeEmMMA 10 (Lieb-Thirring-Ungleichung 27)). Es qibt eine positive Konstante
K, so, daf$ fiir alle normierte ¢ € A)_; (H'(R?) ® C9)

(0.70) 2 K, [ 0} (@)
gilt.
Es ist uns nunmehr ein Leichtes, den Stabilitdtsbeweis zu erbringen.
BewEIs. Wir verwenden zuniichst die Lieb-Thirring-Ungleichung (Lemma %)

und mit der Lieb-Oxford-Ungleichung (Lemma O] erhalten wir folgende Abschét-
zung des Erwartungswertes der Energie durch ein Dichtefunktional fiir

) e /\ '(R?) @ CY)

(73) (U, Hy 5 7,0) > €, (py, R) — 1,68 / py*(x)da,
R3

wobei der Index K anzeigen soll, dal es sich um das Thomas-Fermi-Funktional
mit der Konstante §K T vor dem f pfb/ 3_Term handeln soll. Der letzte Ausdruck

Il p4/ 3 )dx kann wie folgt abgeschétzt werden

1/2 1/2
4/3 1/2 5/6 5/3 5 1 3¢ 5/3
J ot aa = [ 5L </”‘”> (/”1/) gty [l

tabl
D.h. wir erhalten aus (?3&

51

(74) (W, Hy 5 79) 2 i (pw) = 5N,
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wo k' = Kpr_c/2. Mit Hilfe des Tellerschen Satzes [T ergibt sich damit

5N

() WHya) > BLLO.Z0) 4+ ETR0.26) - N
5N
(76) = (D4 Zn) ELEO) - 52

wo wir im letzten Schritt die Homogenitét des Thomas-Fermi-Funktionals benutzt
haben: Die Substitution

prpz mit pz(x) = Z%p(Z"3z) liefert

3 Z 3 .
/*7p5/3*fpdw+D(p,p) =73 [/ Zvp*/3 -

1
—pdz+ D
) 7] s pdz + D(p, p)

]
O

Bemerkung: Schliefllich kénnen wir auch noch die v-Abhéngigkeit des Thomas-
Fermi-Funktionals herausskalieren, indem wir

. 12 _
prpy mit py(x) =577 p(y P ox)

stab3
Damit wird (I75) zu
/ 5N
(7)) (W Hygz¥) 2 (Zit-+ZOBETO DK 7 - 2=
1 5N
78 = (Z1+-+Zg)—~ETF0,1) - =—.
(78) (Z1+ + K)(KLT_g)G/S 171(’ ) 6 ¢

In diesem Ausdruck kann nun sogar noch nach € optimiert werden.

Um das Thomas-Fermi-Funktional, das sich mit Hilfe der beiden obigen Un-
gleichungen ergibt, zu untersuchen, benotigen wir als wesentliches Hilfsmittel einen
Satz von Teller.

Mit diesen vier Lemmata konnen wir nun die Stabilitit der Materie zeigen.

NRS SATZ 14. Sei 0 < Zy,...,Zx < Z,%1,...,Rx € R® paarweise verschieden.
Dann gibt es eine Konstante C so, dafs

HNE?%Z C(N+K)
gilt.

sonlLenard19671,DysonLenard19671I1
Dieser Satz stammt von Dyson und LenErge 1,00 Dgp hier dargestellte Beweis

geht im wesent%cl;}e{gblz}&flygqr &nd.b %1113‘_}% zurtick; ein dritter Beweis stammt

von Federbush [8

BEWEIS. Sei 1 € AY_ | ((R?) ® CY). Dann gilt

s K
B() = (0 Hy g 70) > [ Kupl(@) Z\x—ﬂ‘i|pw r)dr

Z,{ZAG 4
+¢*D(py, py) + Z [Re— Ra] 1768/ py(x)d.
1<k<A<K IT'H A R3

Nun gilt nach Schwarz

[

n\»-
wlen

APV S <2/
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D. h. wir erhalten

5
E() = (Kq=5)[p)— n1Z€2fR3\x R\pw()
+  €D(py, py) + D i<nen<k é Z%?,SM =N
= Err(py) — 5N
> inf{zf;lETF(nm D, .ong > 0,55 n, =N} - LN
> Erp(Z1,20)+ -+ Err(Zk,Zk) — N
Z (min{ETF(Zl,Zl),...,ETF(ZK,ZK)} i) (N+K)

Wir bereiten nun den Beweis von Lemma %gvor. Es gilt
LEMMA 11 (Monotonie in der Ladung). Die Funktion
Erp(N,R,Z)
ist fir festes R und Z monoton fallend.

BEWEIS. Das Lemma folgt, wenn wir zeigen kénnen, dafl
[KG|inf {Erp(p) | p >0, [sp < N,p € L3(R?)}
= inf {Erp(p )|p>0f9%3p NPEL3(R3)}

Die linke Seite ist offensichtlich kleiner oder gleich der rechten; denn das Infimum
wird bei gleicher Funktion iiber eine groflere Menge genommen. Es geniigt also
zu zeigen, daf die linke Seite groéfler oder, gleich der rechten ist. Sei nun p,, eine
minimierende Folge fiir die linke Seite in (IT.4); es gelte also

lim Erp(p,) =inf{Err(p)p > 0,/ <N,pe€ L%(R?’)}.
n—oo R3

Seien weiterhin g, € C§°(R?) eine kugelsymmetrische Funktion mit g, < 1 und
J gn = N — [ pn. Wir setzen g, x(z) = Ag,(Az). Offenbar gilt [ g,» = [ g, und
5

J9i < [gn <N.
Da Erp(p) koerziv in |[p||s ist, ist ||pn|s eine beschrinkte Folge. Wir haben
dann fiir die kinetische Energie

(/ (Pn + Gn, /\)§>§ < lonlls + (/dx)\f!gn(/\x)g)

= llonllg + A3 /gn(x)dx < lpnll + A2 N.

Fiir das dulere Potential haben wir

1 _ pn(T) gn(2) .
(79) /R P (pn(x)-i-gn)\(ﬂC))—/Rs e +)\/RS Tyl
S/ 7pn(x) dx + A\ gn(x)dx,
R

3 ‘(E—%H‘ R3 |£L"

e

wo wir im letzten Schritt benutzt haben, dafl
o(|z| / 2
— dr
]stgfx| nmx{@|r}

f]RS gn(@)dx

||

gilt. Nun gilt

‘f‘z|<1 (In(x)dx + fz|>1 gn(x)dx

|] ||

lgall? < lal~Fda + N < Cp

VANYAN
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gleichméfig in N. Also haben wir

! 1
/m (pn(l') + gn,)\(l'>) < /mpn(x)dx + CpA.

Schliellich haben wir

D(p,+ + 3 3 1 1.1 1
(Pnt9n.xs Pntgna)? < D(pn, pn)2+D(gnx, 9nx)? < D(pn, pn)* +A2 D(gn, gn)?
und

D = n(2)dn () n (2)gn (

2D(gn; gn) fdxflw—ylél dy% + fdxf\z—mzl dy%

A

N2 + const. ||gn]|2 < Cn
3

gleichméBig in.
Also haben wir insgesamt, wenn wir z. B. A = % wéhlen
Err(pn + gn) = Err(pn) +0(1)

flir n — oo, mit anderen Worten die gewiinschte Gleichheit der Infima ist gezeigt.
Weiterhin fithren wir die kugelsymmetrische Umordnung ein. Fiir jede Menge
A C R" endlichen Mafles setzen wir

A* .= Kg(0),

wo K(0) die im Ursprung zentrierte Kugel des Radius R ist, die das gleiche Volu-
men (Maf}) wie A hat.
Sei f > 0 und f verschwinde bei Unendlichen, d. h. V¢ ff($)>t dr < co. Wir

setzen dann

(80) () :/0 X{yerr|f(y)>r}(T)dL.

SATZ 15. Seien f,g > 0 und gegen Null gehend bei Unendlich. Dann gilt
(81) f@g)is < [ f@)g'de.
R Rd

i ebLoss1996
Man findet diesen Satz z. B. bei Lieb und Loss 2192 .OSS

Wir kommen nun zum Beweis der Nichtexistenz negativer Ionen im atoma-
ren Fall, d.h. wir wollen zeigen, daf fir N > Z die Ungleichung Erp(N,Z) >
ETF(Zv Z)

Wir bemerken dazu folgendes:

e Es folgt dann sofort Erp(N,Z) = Erp(Z,Z) fir N > Z, da die Energie
monoton fallend in der Teilchenzahl ist.
e Weiterhin folgt dann weiter, daf fiir alle N >0

(82) Err(N,2) > Erp(Z,7)
gilt.

Sie also N > Z. Dann konstruieren wir einfach zu jedem p € L3(R3) N
LY(R3), [zs p = N,p >0 ein p., fiir das

Err(p) > Err(p<)

gilt. Wir wihlen p. := rho*x (o), wo R der kleinste Radius der Kugeln ist, fiir
die [ |z| < Rp*(z)dz = Z gilt.

Wir haben
5 *5 5
/p3=/032/p2-
R3 R3 R3
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Weiterhin definieren wir R durch

[~ Zope@ids 4 Dlpespe) = [ = Zplaldo+ Dip.p) + B
]R3

|| re ||

Wir wollen zeigen, dal R nicht positiv ist. Es folgt

R = /é(p*p<)+D(p<,p<)*D(p,p)
R

s ||

/RS <|$Z| —p<+ 1) p(x)dx

+/Rg (i tpax 1) p<(x)dx +2D(p<, p) — D(p,p) — D(p<, p<)

/RS<Z p<*|1.|)p*(x)dz—D(p—p<7p_p<)

]

Z 1
+/ (—+p<*>p<(m‘)dwéo7
re \ |7 -

wo wir aufgrund der Tatsache, dafl ‘% — P % ﬁ die Umordnungsungleichung (%‘?)
anwenden konnten. Nachdem die Nichtexistenz negativer Ionen damit gezeigt ist,
kommen wir zum Tellerschen Resultat. Auch hierzu benéttigen wir einige Vorbe-
reitungen. Zunéchst zeigen wir die Existenz eines minimierenden Elementes des
Thomas-Fermi-Funktionals.

1.5. Das asymptotische Verhalten der Grundzustandsenergie grofier

SSS.4.1.5| Atome.

2. Relativistische Coulombsysteme
Wir behandeln im Folgenden ledig 'ghl die Erweiterung des naiven relativisti-
schen Hamiltonoperator aus Abschnitt [I. Er lautet
N
4.2.1] (83) H=> (=W*A, + m*c)'/? + Vo =T + Ve,
v=1

wo V¢ eine in (B%%deﬁnierte Co lgmbwechselwirkung aller beteiligten Kerne und
Elektronen ist. Wie in Abschnitt T kénnen wir ¢ = A = 1 annehmen und nur den
Fall m = 0 betrachten, denn der masselose Hamiltonoperator liefert genau dann
Stabilitdt der Materie, wenn es der massive tut. Wir werden also im Folgenden
diesem Fall ausgehen.

Die Strategie zur Behandlung eines Mehrteilchenstabilitéitsproblems ist die glei-
che wie im Einteilchenfall: Man schétze die Energie durch ein Dichtefunktional nach
unten ab und behandle dann dieses Dichtefunktional. Allerdings werden wir auf ei-
ne Schwierigkeit stoflen, die durch die Homogenitét des Problems bedingt ist. Mit
dieser Schwierigkeit hat zu tun, daf§ wir nicht nur eine obere Schranke an die be-
teiligten Kernladungszahlen sondern auch an die Elementarladung e bzw. a = €2,
die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante, erhalten.

Zunéchst listen wir die bendtigten Hilfsmittel, sprich Ungleichungen auf:

Daubechies-Ungleichung: Die Daubechiessche Ungleichung ist das Ana-
logon der Lieb-Thirring-Ungleichung fiir den relativistischen Fall. Sie lau-
tet fiir alle p € A, _,(HY?(R?) ® C9) gilt

nu=1

(84) (&, T) > 1,63¢~/° / py(x)*da
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Conlon-Ungleichung: Diese Schranke verall%fggte%nertoSegg&oSﬁgﬁnke VO

ann-—

mann-0stenhof1977

Hoflfmann—Ostenhof und Hoffmann-Ostenhof [T6] und stammt von Conlon
onlon

84
b alle ¢ € @), (H'/2(R?) @ C9) gilt

(85) (0. TY) = (Vpg: V=Apy)-

L-H

—

LiebYaul988
Elektrostatische Ungleichung von Lieb und Yau[28]: Seien R € R3¥X
paarweise verschiedene Punkte und

I ={z € R*Veq1,. iy|z — Re| < |2 — Ry}

die k-te Woronoizelle dieser Punkte, also die Menge derjenigen Punkte im
Raume, fiir die R,; der am nichsten gelegene Punkt aus {Ry, ..., Rk} ist.
Mit D,; bezeichnen wir den Radius des gréfiten Kreises, der in T',; gelegen
ist und in R, zentriert ist.

Weiter sei

k=1 A=1
A#£K

Dann gilt fiir jede Ladungsverteilung v auf R?

1 dv(zx)dv Z? z
(86) 5//7( Jy) > TN Z/gb(x)du(x)—i—gZ—D .
R3 R3 3

|z~ ] 1<A<K<K
SASKS R
LiebYaul988
Lokalisierte Hardyungleichung|28]: Sie lautet

K Y|z—RN|
€0 GVEHzY | If(x)2{2 LT )}7

— mle—Re
" Bp, (Rx)

wo Y die folgende Funktion auf (0, 1) ist

2 14 3r2 1—r? 4"
= log(1 —————log(l—r) — ———logr.
(r) w(i+7) + mr(l+12) og(1+7) mr(1l + 1?) og(1 —7) (1 +1?) o8’
Hier wird Ry,..., R und Dy, ..., Dg wie in der obigen elektrostatischen

Ungleichung definiert.

L_
Ferner werden wir die schon bekannte Lieb-Oxford-Ungleichung (}71% benétigen.
Sei nun 3 € (0, 1) eine noch zu withlende Zahl. Dann erhalten wir mit Hilfe der

N
obigen Ungleichungen fiir alle ¢» € A (H'Y/?(R?) ® C9)
v=1

(88) (0. HO) = €™ (0)3(ypo V=) + (L= B)1,63g 7 [ pu(a)Foda

R3
- a/V(m)pw(aﬁ)dm + aD(py, py) + A — 1,6804//)3}/3(95)6[:107
R3
WO
K
Z
V) =S —2
(z) ; TR
und
K
Z2
A
2 T
NEA

ist. Wir bemerken, dafl es wesentlich ist, 8 nicht gleich Null zu wéhlen, da dann
das Infimum iiber p von ETFW zum Wert minus Unendlich fithren wiirde, wie man
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leicht nachrechnet, wenn man p ~ ﬁ in der Néhe der Kerne wihlt. Die Wahl

B =1 wiirde lediglich fiir [ p klein genug eine Schranke nach unten liefern.
Sei nun

C:={pl\/pe H/*R? und p>0}.

Wir wollen nun zeigen, daf3

STFW(p) >0
fiir alle p € C und alle paarweise verschiedenen R, ..., Rx € R3. Wir benutzen die
Gradiententerme E7FW | um die Anziehung der Kerne zu entschiirfen. Die Lokali-

sierung der kinetischen Energie erlaubt dies. Wenn wir 8 = FaZ setzen, erhalten
wir
(89) E£MW(p) = &M (p)

=[(1- gaZ)1,63q_1 ~1 68a]/ py/*(@)dx

k=1 K

—a/ i 1= 502 / v |)()dx
e +aD(p,p) + A.

Dieses Funktional enthélt keine Coulombsingularitéiten mehr, d.h. es ist nicht
mehr offensichtlich nach unten unbeschrénkt. Um die Positivitit von £7F tatsich-
lich zu zeigen, ist die grundsitzliche Idee, das duale Funktional zu T zu be-
trachten, also das Funktional, dessen Maximalwert gerade der Minimalwert von
ETF ist. Allerdings brauchen wir diesen Weg nicht wirklich bis zum Ende gehen.
Insbesondere mufl das duale Variationsprinzip nicht explizit hergeleitet werden.

Wir zerlegen E7F in zwei Teile

ET(p) = Elp) + a&a(p)

WO

&ip) = 1 [ o (a)da t/W 2)da +a [ ofa)p(a)do
J

R3

mit v = 3[(1 — ZaZ)1,63¢""/3 — 1,68a] und wo

&(p) = D(p, p) / o(x)p(z)dz + A
Das Potential W ist hier zellenweise definiert. In der Zelle ', ist es

W) = oto) +{ S
z) = ¢p(x) + " e
?TrTiY{ Dljk} |z — Ry| < Dy
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Wir beschrinken nun & und &; getrennt. Fiir £ erhalten wir unter Beachtung der
Euler-Lagrange-Gleichung

OZ4
00 &)= ~ 15 [ W) - ola))tds
R3
K 4
_ (a2)* m\4 _4 |z — Ry dz
RE Z_:l (5) DY\ 5. dz + |z — Ry
= BDN (RN) FN\BDN (Rn)

K

Z 1
>_(Zv) 7, 6245 DI
k=1 H

Figur: Woronoizelle T',, mit Punkt R, und Kugel Bp_(R,).

Die zweite Ungleichung in dieser Kette entsteht dadurch, daf} die Integration
des zweiten Integrals nicht nur auf I'y, \ Bp, (R,) beschrinkt wird, sondern sich
auf den ganzen Halbraum erstreckt, indem R, liegt, und der von zu R, néchst-
gelegenen Hyperebene H,, beschrinkt wird. (Die Kugel Bp, (Ry) bleibt natiirlich
ausgenommen.) Die letzte Ungleichung entsteht durch die numerische Berechnung
1

des Integrals [ Y (r)*r?dr. Das Funktional £ kann mittels der elektrostatischen Un-
LYY

gleichung (%6) abgeschiitzt werden. Setzt man dv(z) = p(z)dz, erhiilt man mittels

dieser Ungleichung
72 &1
& > — —_—.
2(p) 2 3 2.,

Wir brauchen jetzt die Ausdriicke nur noch zu sammeln und erhalten

K
(aZ)* Ty 7? 1
Hy) > < — 245(= — —.
o) = {3 mos(G) + 31+ Za > 5,
Offensichtlich ist die rechte Seite positiv, wenn die geschweifte Klammer positiv ist.
Dieses liefert der folgende Satz

iebetall996
SATZ 16 (Lieb, Loss und Siedentop 93 e}. Seien a,Z € Ry, q € N so, dafl sie
die Ungleichung

gz +2,2159¢1/322/% +1,0307¢"/3 < 1/2

erfiillen. Dann ist die durch H beschriebene Materie stabil.



ANHANG A

Niitzliche Ungleichungen

i 1996
Sobolewungleichung: (Siehe z.B. Lieb und Loss 53 i°SS§1 ¢ eine Funktio-

nen, deren Gradient (im distributionellen Sinne) quadratintegrabel ist und
die im Unendlichen verschwindet, also fiir die gilt, daB [{z € R3||s(x)| >
€}| fiir alle positiven e endlich ist. Weiter sei n > 3 und ¢ = 2n/(n — 2).
Dann gilt

(91) IVéll2 > Si/?[1¢llq,

n(n—2 n|12/n n(n—2 n 71—1"'%
(4 )|S ‘2/ - (4 )22/ INEESSEE

wo S, =

41






ANHANG B

Beschrinkung von Integral- durch
Multiplikations-Operatoren

Wir leiten nun ein Variationsprinzip her, dafl uns erlaubt, die Grundzustand-
senergie gewisser Hamiltonoperatoren nach unten abzuschétzen. Wir %Ir]bsdtas am
Beispiel des Herbstoperators mit Coulombpotential wie wir ihn in (%) definiert
haben; aber es ist offensichtlich, daf§ die Methode auf eine weiteﬂ ?ﬁgﬁg Jyon Ope-
ratoren ausgedehnt werden kann. Es gilt das folgende auf Duffin [4] zuriickgehende
Maximalprinzip fiir den untersten Eigenwert.

SaTz 17. Sei H := (A + 1)Y2 — Za/| - | der Herbstoperator und E sein
kleinster Spektralpunkt. Dann gilt

o 2
(92) E= sup inf (\/§2T227r2/d€/ f(6) 1 )

repee GER° JEPE—¢P

Wir bemerken, dafl F irﬁaFaaL}% t(;ﬁg&erbstoperators die Grundzustandsenergie

(Eigenwert) ist. Raynal u.a. aben ahnliche Uberlegungen durchgefiihrt, um F
nach unten abzuschétzen. Unser Beweis und Resultat ist eine leichte Verallgemei-
nerung.

BEWEIS. Da die kinetische Energie im Fourierraum diagonal ist, bene Zen wir
diese Darstellung des Herbstoperators, d.h. die Energie cE[¢] ist durch (0] gege-
ben. Da die kinetische Energie invariant unter der Substitution ¢ — |¢] ist und
die potentielle Energie nur kleiner werden kann, denn die Fouriertransformation
des Coulombpotentials — und damit der Integralkern der potentiellen Energie — ist
positiv, gilt stets £[¢] > E[|¢|]. D.h. bei der Minimierung der Energie konnen wir
uns auf nichtnegative Funktionen beschrinken. Tatséchlich kénnen wir sogar anneh-
men, daf} die Funktionen positiv sind. Denn wenn {¢, }5°; eine minimierende Folge
nichtnegativer Funktionen ist, dann ist {¢,}22 ; eine positive Folge minimierender
Funktionen.

Um diese Behauptung zu zeigen, ......

Sei nun_f eine beliebige positive mebare Funktion. Dann gilt unter Verwen-
dung von (FPZ{;)

(93) E= inf &y

peH/2(R3)
leli=1

. Y —— , ()’ 1>
o0 = it faeer (VETT- 75 [aeae L

llell=1

-  Za [ L fE© 1
95) =, (V SR / N TTHT: —£’|2>

Wir wéhlen nun f := <p711/ ?. Dann konvergiert (%ﬁ%figggen E und (B%%filgnesgen die
gewiinschten Ausdruck in der Behauptung. D.h. die Ungleichung von der ersten
zur zweiten Zeile wird tatséchlich saturiert, q.e.d..

xxxxxxxxxxxxxxxxxxx Hier fehlen die Details XXXXXXXXXXXXXXXXXX O
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44 B. BESCHRANKUNG VON INTEGRAL- DURCH MULTIPLIKATIONS-OPERATOREN

. . . S . ge_crlﬁ
Dieser Satz zeigt, dafl die Abschéitzung, die wir zum Beweis des Satzes b durch-
gefithrt haben, durch geeignete Wahl der Funktion f zu einer beliebig scharfen
Schranke verbessert werden kann.
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