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Uberblick iiber die Vorlesung

Die hier ausgearbeitete Vorlesung (4 SWS VL + 2 Uebg, 10 LP) {iber Renormierungstransfor-
mationen wird als Vertiefung der Funktionalanalysis angeboten.

Mit Renormierungstransformationen kann man gewisse mathematische Gleichungen in vielen
Variablen durch geeignet gewahlte Projektionen in eine sogenannte effektive Gleichung in we-
nigen Variablen umwandeln. Dies hat typischerweise den Preis, dass die effektive Gleichung
eine komplizierte Struktur besitzt und insbesondere nichtlinear ist, selbst wenn die Ausgangs-
gleichung (in vielen Variablen) linear ist. Eine typische solche Projektion stellt die Feshbach-
Schur-Abbildung aus der Vorlesung zur Linearen Algebra 2 dar.

Eine solche Modellreduktion ist freilich zentrales Element vieler Methoden, aber Renormie-
rungstransformationen sind so aufgebaut, dass die effektive Gleichung als vereinfachte Form
der Ausgangsgleichung betrachtet und die Renormierungstransformation nochmals darauf an-
gewandt werden kann, was zu einer weiteren Vereinfachung fiihrt. In einigen Féllen kann diese
Anwendung der Renormierungstransformation beliebig oft iteriert werden, was im Idealfall am
Ende auf eine trivial losbare effektive Gleichung fiihrt. In der theoretischen Physik ist die soge-
nannte Renormierungsgruppe die Methode zur Analyse wechselwirkender Vielteilchensysteme.

Hier nun ein grober Uberblick iiber die Kapitel des kommenden Semesters:

1. Selbstadjungiertheit und Spektralsatz: Selbstadjungierte lineare Operatoren sind die zen-
tralen mathematischen Objekte der Quantenphysik. Hier werden einige wesentliche Tat-
sachen {iber sie gesammelt. Auch die in spéteren Kapiteln wichtige zweite Quantisierung
wird hier in Grundziigen vorgestellt.

2. Diskretes und essenzielles Spektrum: Die in diesem Kapitel diskutierten komplementéiren
Begriffe des diskreten und des essenziellen Spektrums sind fiir diese Vorlesung von grofer
Bedeutung. Das diskrete Spektrum eines linearen Operators besteht aus seinen isolierten
Eigenwerten endlicher Multiplizitat. Fiir diese wurde eine sehr effektive Storungstheorie
entwickelt, s.u. Renormierungstransformationen erlauben die Analyse von (wichtigen!)
Teilen des essenziellen Spektrums, das aus alles spektralen Punkten auflerhalb des dis-
kreten Spektrums liegt, also Hiufungspunkte des Spektrums oder Eigenwerte unendlicher
Multiplizitét.

3. Kato-Storungstheorie: T. Kato hat als erster vor siebzig Jahren die Bedeutung des Be-
griffs der relativen Beschrdnkheit erkannt. Die daraufs entwickelte Storungstheorie ist die
wichtigste Methode zum Beweis von Halbbeschranktheit und Selbstadjungiertheit physi-
kalischer Hamiltonoperatoren.

4. Dunford-Cauchy-Integral und die Storungstheorie isolierter Eigenwerte: Eine der schlag-
kréaftigsten Methoden zur Entwicklung von gestorten isolierten Eigenwerten von Ope-
ratoren in Potenzreihen der Kopplungskonstanten resultiert aus der Ubertragung von
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Resultaten der Funktionentheorie iiber holomorphe komplexwertige Funktionen C — C
auf holomorphe Funktionen C — X mit Werten in einem komplexen Banachraum X.
Diese Methode wird hier skizziert.

. Feshbach-Schur-Abbildung und Stérungstheorie isolierter Eigenwerte: In diesem Kapitel
fithren wir die Feshbach-Schur-Abbildung ein und gewinnen aus ihr eine weitere Methode
zur Entwicklung von gestorten usolierten Eigenwerten von Operatoren in Potenzreihen
der Kopplungskonstanten.

. Fockraum und zweite Quantisierung: Fiir die moderne theoretische Physik ist die Formu-
lierung der Dynamik auf dem Fockraum mit Hilfe der sogenannten zweiten Quantisierung
unentbehrlich. Leider liegen diese Konstruktionen nach wie vor auflerhalb des Standard-
curriculums der Mathematikstudiengéinge, und wir holen sie hier nach.

. Pauli-Fierz-Modelle und Spin-Boson-Modell: Hier werden Pauli-Fierz-Modelle vorgestellt,
und ihre Bedeutung in der Quantenphysik wird gewiirdigt. Der Spezialfall des Spin-Boson-
Modells wird besonders diskutiert, weil er in den folgenden Kapiteln genau analysiert wird.
Zur Vorbereitung der eigentlichen Renormierungstransformation werden die Freiheitsgra-
de hoher Energie durch Anwendung der Feshbach-Schur-Abbildung eliminiert.

. Die Renormierungsgruppe auf Basis der Feshbach-Schur-Abbildung: In diesem Kapitel wird
die Renormierungstransformation auf der Basis der Feshbach-Schur-Abbildung definiert
und die zentrale mit ihr verbundene Aussage, die Kontraktivitidt, bewiesen. Weiterhin
wird gezeigt, welche Schliisse sich daraus mit Hilfe der Isospektralitdt auf die Spektral-
analyse des Spin-Boson-Modells ziehen lassen.

. Fermionische Vielteilchenmodelle: In der zweiten Hilfte des Semesters wird eine andere
Renormierungstransformation diskutiert, die vor allem fiir die Analyse der physikalischen
Eigenschaften von Systemen der Festkorperphysik von grofler Bedeutung ist. Wir folgen
dabei der mathematisch préizisen Formulierung Manfred Salmhofers |7, ?].




|. Selbstadjungiertheit und Spektralsatz

Wir beginnen ganz am Anfang und rufen einige uns aus der Anfiangervorlesung zur linearen
Algebra bekannten Fakten in Erinnerung:

Seien H = CV der mit dem unitéren Skalarprodukt (pl)) = ZnNzlmzbn ausgestattete V-
dimensionale komplexe Hilbert-Raum und H = (Hk,f)ﬁz: = H* € My«n(C) eine selbst-
adjungierte komplexe N x N-Matrix, also Hyy = Hj,. Dann gibt es eine Orthonormalbasis
{gpj}évzl C C% aus Eigenvektoren von H mit zugehdrigen Eigenwerten )\;, die alle reell sind,
also

VkjeZy : {ples) = oy, [Hel; = Ny, N €R. (1.1)
Damit wird
N
H =Y Aleeil, (1.2)
j=1
wobei |¢;)(p;| die orthogonale Projektion auf ¢; notiert.
Ist p € C[z] ein komplexes Polynom der Form p(z) = ap + a1x + apx? + ... + apya™, so ist
p(H) € My« n(C) definiert durch
p(H) = ag+oH +aoH? + ... +ay HY . (1.3)

Ein Funktionalkalkiil ist eine Vorschrift, mit der sich (I1.3) fiir bestimmte Klassen von linearen
Operatoren auf allgemeinere Funktionen, die eine geringere Regularitét als Polynome besitzen,
fortsetzen ldsst. Die grofle Bedeutung selbstadjungierter Matrizen und allgemeiner selbstadjun-
gierter Operatoren liegt in dem fiir sie giiltigen Spektralsatz, der eine sinnvolle Definition von
f(H) erlaubt, wenn f : R — C auch nur (Lebesgue-)messbar und beschrinkt ist. Im Falle, dass
H die obige selbstadjungierte N x N-Matrix ist, ist dieser Funktionalkalkiil durch

N
FOH) = > F) len) (el (I.4)
j=1
definiert. Wihlen wir beispielsweise f(A) := e~ so erhalten wir die Matrixexponentialfunk-
tion,
N
exp(—itH) = Y e |p;) gy, (L)
j=1
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und es ist eine sinnvolle Ubungsaufgabe zu zeigen, dass (I.5) mit der uns aus der Theorie
" IT* {iberein-

der gewdhnlichen Differenzialgleichungen bekannte Definition e ## = Y7 1
stimmt.

Tatsdchlich ist (I.1)-(1.3) eine Form des Spektralsatzes, den wir nun in einer anderen Form
prasentieren. Wir setzen Ay ; := (ex|p;) = [@;]k, wobel [ex]s := i ¢ der k. kanonische Basisvektor
in CV ist. Wir beobachten, dass A € My (C) unitir ist, denn fiir alle 4, j, k, £ € ZY sind

N N
Z ey = @il leiln = (piles) = dij, (L6)
=1 n=1
N N

(AAY), Z AriBey =) ek pile (Zy% %) = Ops- (1.7)
_ j=1 k.0

Nach unitérer Transformation A : CY — CV wird dann also
(AHA),, = duche (18)

fiir alle k, ¢ € ZY.

I.1. Selbstadjungierte lineare Operatoren

Die obigen Beobachtungen lassen sich auf selbstadjungierte Operatoren H, die auf (dichten Un-
terrdumen von) separablen komplexen Hilbertriumen (), (-|-)) definiert sind, verallgemeinern.
Um dies prézise zu formulieren, brauchen wir noch einige zusétzliche Definitionen.

Definition L.1. Sei (£, (-|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum.
(i) Ein Paar (A, D) heifit linearer Operator auf §) <

D C § ist ein Unterraum, und A : D — §) ist linear. (1.9)

In diesem Fall schreiben wir (A, D) € £[$] und dom(A) := D.
(ii) Ein linearer Operator (A, dom(A)) € £[$)] heift dicht definiert :<

dom(A) C $ ist dicht (beziiglich (-|-)). (I.10)

(iii) Seien (A,dom(A)), (B,dom(B)) € £[$)] lineare Operatoren. Der Operator (B, dom(B))
heiBt Fortsetzung von (A, dom(A))

dom(A) Cdom(B) und A = B’dom(A), (I.11)

und in diesem Fall schreiben wir (A, dom(A)) - (B, dom(B)).

Bemerkungen und Beispiele
e Sind $ := L*(R), A := < und dom(A) := COO(IR) so ist dom(A) C L*(R) ein dichter
Teilraum und L : C5°(R) — Cg°(R). Also ist (Lr, C3°(R)) € £[L2(R))] dicht definiert.
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o Ist ($,(:])s) ein komplexer Hilbert-Raum, so ist auch (£ @ 9, (-|-)sas) ein komplexer
Hilbert-Raum, wobei

(D1 @1a |01 @ a) e = (Uilpr)s + (Walpa)s - (L12)

Definition I.2. Seien (), (-|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum und (4, D) € £[$)] ein
linearer Operator auf §).

(i) Als Graph von (A, D) bezeichnen wir die Menge
G(4,D) = {v@Av|veD} C Ho s, (L13)

(i) Ist G(A,D) C $H @ $ abgeschlossen, so nennt man (A, D) abgeschlossen.
(iii) Gibt es eine Fortsetzung (A’, D) € £[$] von (A, D), so dass

G(A,G') = G(A,D), (1.14)
so heiflen (A, D) abschliebar und (A’, D’) Abschluss von (A, D).

Definition I.3. Seien (), (:|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum und (A, D) € £[$)] ein
dicht definierter linearer Operator auf £. Wir definieren

D* = dom(A") = {veH| W eNVpeD: (YlAp) = (W[p)}, (1.15)

und fiir ¢» € D* und ¢ € $ mit (Y| Ap) = (1|), fiir alle ¢ € D, definieren wir A* : D* —
durch

A = ). (1.16)
(A*,D*) € £[9] heifit der zu (A, D) adjungierte Operator.

Bemerkungen und Beispiele.
e Die Abbildung ¢ — A*) = 1) ist wohldefiniert, d.h. 1) ist durch

VoeD:  (PlAp) = (dlp) (L17)
eindeutig bestimmt. Gilt ndmlich (I.17) auch fiir ¢, so ist
VoeD:  (¥-vlp) = (¥Ap) - (¥lAp) = 0, (L.18)

und aus der Dichtheit von D C § folgt dann ¢ = 1.

e Offensichtlich folgt aus der Eindeutigkeit auch die Linearitat von A*. Sind namlich ¢, ¢’ €
D* und X € C, so gilt fiir alle ¢ € D:

(1 + M |Ap) = (Y|Ap) + A |Ap) = (A*)lp) + AMA*Y|p) = <A*¢+AA*1//<|¢>.)
1.19

Also ist ¥ + M) € D* und A* (¢ + \Y') = A% + NA*Y'.
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Definition I.4. Seien (), (:|-)) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[$)] ein dicht definierter linea-
rer Operator.

(i) (A, D) heiit symmetrisch
= D'2D, Ve, eD: (plAd) = (Aply) (1.20)
= (A*,D*) O (A, D), (I.21)
d.h. (A*, D*) ist eine Fortsetzung von (A, D).
(ii) (A, D) heifit selbstadjungiert
= (A*,D*) = (A,D). (I.22)
(iii) (A, D) heifit wesentlich selbstadjungiert <

(A, D) ist abschliefbar, und der Abschluss von (A, D) ist selbstadjungiert. (1.23)

In diesem Fall nennt man D einen determinierenden Bereich fiir (A, D).

Lemma 1.5. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[$)] dicht definiert. Dann gelten folgende
Aussagen:

(i) (A*,D*) € £[9)] ist abgeschlossen;
(i) (A, D) ist abschliefibar < D* C $) ist dicht;
(iii) Ist (A, D) abschlieflbar, so ist sein Abschluss gleich (A**, D**).
(iv) Es gelten
Ker(A*) = Ran(A4)" wund Ker(A*)* = Ran(A); (I.24)
(v) Ist (A, D) symmetrisch, so ist (A, D) abschliefsbar und
VAeC, peD:  [(A=Ngll = [ImA)]- el (1.25)

Definition I.6. Sei (£, (-|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum. Eine Familie {T'(¢) } wer
B($) beschriankter Operatoren auf $) heifit Cp-Gruppe <

Vt,seR: Tt)T(s) = T(t+s); (1.26)
T(0) = 1g; (1.27)
t — T(t) ist stark stetig auf $). (1.28)

Dabei bedeutet (1.28), dass (¢t — T'(t)¢) € C(R;$), fiir jedes ¢ € $.

Satz 1.7 (Stone fiir selbstadjungierte Operatoren). Seien $ ein Hilbert-Raum und (A, D) €
L£[9] ein dicht definierter abgeschlossener Operator auf $. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) (A, D) ist selbstadjungiert;
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(ii) (A, D)
(iii) (A, D)

(iv) (A, D) erzeugt eine Cy-Gruppe {e~"},cr unitirer Operatoren.

ist symmetrisch und fir alle A € C\ R ist Ran(A — \) = $;

ist symmetrisch und es existieren A+ € R £ 1R™ so, dass Ran(A — A\y) = §;

Satz 1.8 (Stone fiir wesentlich selbstadjungierte Operatoren). Seien $) ein Hilbert-Raum und
(A, D) € £[9] ein dicht definierter abschliefSbarer Operator auf $). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) (A, D) ist wesentlich selbstadjungiert;

(i) (A, D) ist symmetrisch und fir alle X € C\ R ist Ran(A — \) = $;
(iii) (A, D) ist symmetrisch und es existieren A\x € R +iR* so, dass Ran(A — A1) = $;
(iv) Der Abschluss (A, D) erzeugt eine Co-Gruppe {e~ "4} 1cr unitirer Operatoren.

Selbstadjungiertheit ist also eine zentrale Figenschaft fiir die Konzeption der Quantenphysik.
Es stellt sich jedoch die Frage, ob es iiberhaupt selbstadjungierte Operatoren gibt.

Satz 1.9. Seien (Q,2, 1) ein Mafraum und f : (,A) — (R,B,) reell-mefbar und pi-f..
endlich. Seien weiterhin $) := L*(Q),

D = {pen| feen} (1.29)
und A : D — $ definiert als Multiplikationsoperator durch,
VweQ: [Ap|(w) = f(w)- ow). (1.30)

Dann ist (A, D) € £[9)] selbstadjungiert und das Spektrum von A ist gegeben durch

o(A) = essRan(f) = ﬂ{ F()

O e, u(Q\ Q)= o} . (1.31)

1.2. Spektralsatz und Funktionalkalkiil

Nach diesen viele neuen Begriffen konnen wir den Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren
formulieren, der von zentraler Bedeutung in Mathematik und Physik ist - vor allem in der
Quantenphysik.

Satz 1.10 (Spektralsatz). Seien (9, (-|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum und (H,D) =
(H*,D*) € £[9] ein dicht definierter, selbstadjungierter Operator auf $. Dann gibt es einen

Mapraum (Q, 2, 1), eine messbare Abbildung h : Q@ — R und eine unitire Transformation
A:$ — L*(Q) so, dass

Ve L’(Q), weQ: [AHAY|(w) = h(w)p(w) (1.32)

und dass der Wertebereich h(QY) = o(H) gleich dem Spektrum o(H) von H ist, d.h. gleich der
Menge aller komplexer Zahlen z € C, fiir die H — z nicht beschrdinkt invertibel ist.



L. Selbstadjungiertheit und Spektralsatz

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Spektralsatz 1.10 ist offensichtlich enorm wichtig und wir empfehlen das Nachvoll-
zichen seines Beweis. Tatséchlich gibt es mehrere, zueinander dquivalente Formulierun-
gen; welche man davon bevorzugt, ist ein stiickweit Geschmackssache. Darstellungen des
Spektralsatzes (auch fiir unbeschriankte Operatoren!) inklusive seines Beweises findet man
beispielsweise in [?, Kap. VI-VIII], [?, Kap. 12-13], [?, Kap. XI] und [?].

e Der Spektralsatz 1.10 verallgemeinert (I.8) und besagt, dass H nach geeigneter unitéirer
Transformation als Multiplikationsoperator wirkt. Ein Multiplikationsoperator wie in
(1.32) ist also die natiirliche Verallgemeinerung einer Diagonalmatrix.

e Im obigen Spezialfall (I.8) sind $ = CV, Q = ZY, L?(Q) = (Z)) = CV, A,; =
(0z]¢;) = pj(x) und (1.32) ist (L.8).

e Wir bemerken ohne Begriindung dass fiir d € N und $ = L?(R¢) der Laplace-Operator
(— AL, C5°(RY) € £[$)] wesentlich selbstadjungiert ist. Somit ist C§°(R?) ein determi-
nierender Bereich fiir —A.

e Sein Abschluss (— A, CgO(IRd)) = (— AI,H2(Rd)) € £[9)] ist selbstadjungiert, wobei
H?(R?) den Sobolev-Raum zweiter Ordnung notiert. Dieser enthiilt alle zweimal schwach
differenzierbaren Funktionen, die zusammen mit ihren partiellen Ableitungen bis zum
Grad zwei quadratintegrabel sind. Auch dies beweisen wir nicht.

e Firde N, $§ = L*(R?) und (— A, H*(R?)) € £[9)] setzen wir Q = R mit dem {iblichen
Lebesgue-Mafl auf R?. Weiterhin seien h : RY — R gegeben durch h(k) := k?> und A := §

die d-dimensionale Fouriertransformation,

Ve S(RY), ke RY:  [gu](k) = / e T (x) ( d' (1.33)

2742’

wobei S(R?) die Schwartzschen Testfunktionen notiert. Dann ist F[S(R?)] C S(R?), und
nach dem Satz von Plancherel gilt ||§v(/2 = [|¢]| 2. Daraus gewinnt man leicht, dass
sich die Fouriertransformation zu einer unitdren Abbildung § : L*(RY) — L*(R%) stetig
fortsetzen lisst. Fiir ¢ € L*(R?) nimmt (1.32) dann die Gestalt

VEER!: [FoHoFY|(k) = k*(k) (1.34)
all.

Aus dem Spektralsatz [.10 ergibt sich —wie oben schon gesagt— unmittelbar ein Funktionalkalkiil.

Definition I.11 (Funktionalkalkiil). Seien (£, (-|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum,
(H,D) = (H*,dom(H*)) € £[$)] ein dicht definierter, selbstadjungierter Operator auf $) und
(2,2, ) der MaBraum, h : Q — R die messbare Abbildung und A : § — L*(Q) die unitéire
Transformation aus Satz 1.10, sodass

VoeL*(Q), weQ: [AHAN@|(w) = h(w)p(w). (1.35)

Ist f : R — C reell-messbar und beschrénkt, so definieren wir einen beschrénkten linearen
Operator f(H) € B($)) durch

FOH) = A* f(AHA®) A, (1.36)

10
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d.h.
Voe L’(Q), weQ: [Af(H)A¢](w) = flh(w)] ¢w). (1.37)

Bemerkungen und Beispiele.

e Sind H = H* € B($) ein beschriankter selbstadjungierter Operator und p € Clz] ein
komplexes Polynom der Form p(r) = ag + ayx + aoz® + ... + ayz™, soist p : R — C
zwar nicht beschriankt, aber der Funktionalkalkiil (I1.36) ergibt bei seiner Anwendung
genau das gewiinschte Resultat, ndmlich

p(H) = A*p(AHA*) A = A* (i am(AHA*)M) A (1.38)

m=0

M M
= > anAT AHA CAHALA = > o H™.

m=0 m Faktoren AHA* m=0

Eine erste Anwendung des Spektralsatzes in Verbindung mit dem Funktionalkalkiil ist folgendes
Korollar.

Korollar 1.12. Seien (), (|-)) ein separabler komplexer Hilbert-Raum, (H,D) = (H*,dom(H*)) €
L£[9)] ein dicht definierter, selbstadjungierter Operator auf $ und f : R — C eine reell-messbare
und beschrdinkte Funktion. Dann ist

lr@Ell,, = sup {171} (1.39)
Aeo(H)
wobei || - |lop := || - ||lBn) die Operatornorm auf B($) bezeichnet.

11



Il. Diskretes und Essentielles Spektrum

1.1. Invertibitilitdt und Spektrum von Operatoren

Zunéchst erinnern wir an die Definition von Spektren, Resolventen usw.

Definition II.1. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A4, D) € £[$] ein dicht definierter, abschliefi-
barer linearer Operator.

(i) Der Operator (A, D) € £]$)] heifit (beschrinkt) invertibel :<

JA €B(®): AcAl =15, Ao A = 1p. (IL.1)

(ii) Die Resolventenmenge des Operators (A, D) € £[$] ist gegeben durch
p(A) = {A € C| A— Xist beschréinkt invertibel } . (I1.2)

Lemma I1.2. Seien $) ein Hilbert-Raum. Ein dicht definierter, abschlieffbarer Operator (A, D) €
£[9)] ist genau dann beschrinkt invertibel, wenn folgende beiden Eigenschaften (i) und (ii) gel-
ten:

(7) Ran(A) C $ ist dicht, (I1.3)
(i)  Im>0 VeeD: [Ap| = mly|, (IL.4)
und in diesem Fall gilt HA*IHOP =m! < 0.

Lemma I1.3. Seien $ ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9] selbstadjungiert. Dann sind fol-
gende Aussagen gleichwertig:

(1) A € o(A); (IL.5)
& (1) Ve>0: 1[|[A—)\<eg] # 0 (I1.6)
© (i) 3(en)nli €DV, llpall =11 lim [|(A— X[ = 0. (IL.7)

Beweis. Wir definieren

X::{)\G]R‘V5>O:IL[(A—A)<€}7£0}, (IL8)
Y = {)\ eR ‘ F(n)2, €D, |lonll =1 nlggo [(A =N = 0}, (I1.9)
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I1. Diskretes und Essentielles Spektrum

sodass die behauptete Aquivalenz (i) < (1) < (i4i) gleichwertig ist mit
o(Ad) = X =Y. (I1.10)

Da (A, D) selbstadjungiert ist, gibt es nach dem Spektralsatz einen Mafiraum (€, 2, 1), eine
Funktion f: — R und einen unitéiren Operator U : $) — L?(2), so dass

[UAU Y] (w) = flw)v(w). (IL.11)

o(A) C X: Wir setzen Py.(A) := 1[|A— A| < €] und nehmen an, dass A ¢ X. Dann gibt es ein
e >0, so dass Py.(A) = 0. Wir definieren nun R als Multiplikationsoperator auf L?*(2) durch

(1= Prc[f(w)])
flw) = A

[RY)(w) = (). (IL12)

Dann ist R € B(L?*((2)), niamlich

. 1-PfW]] . L[| f(w) = Al > €] [
|Rlop = wlelg @) - ' = wLelﬂ ) < - < o (I1.13)
AuBerdem ist
V(A= U RY](w) = HE=3 (1= Pl (o)
= ¢(w) — (UP\(AUY)(w) = P(w), (11.14)

und genauso folgt RU(A — A\)U*) =+ und somit ist U*RU = A~ € B(9), da
* 1
|URU,, = 1Bllop = - (IL.15)

Es folgt, dass A € p(A), also A ¢ 0(A) und damit X¢ C o(A)°, was gleichwertig mit o(A) C X
ist.

X CY: Gilt (IL6) fiir jedes € > 0, so gibt es zu jedem n € IN ein ¢, € Ran[Py1/,(A)] mit
|¢n|| = 1. Offensichtlich sind dann ¢, € D und ¢, = Py 1/n(A)p,. Also gilt

1
||(A - A)@n” = ||(A - /\)P)\,l/n(A)gan S ||(A - /\)P/\,l/n(A)Hop S ﬁ — O’ <1116)
im Limes n — oo, und daher ist y € Y.

Y Co(A): Ist A € Y, so gibt es eine Folge (¢,)%; € DN, mit ||¢,| = 1 und lim, . ||(A —
A)en| = 0. Dann ist

- {H( A)sou} < int {H( )¢ H} o, (a117)
eD\or | el neN L el
und nach Lemma II.2 ist A — A nicht beschriankt invertibel, also A € o(A). O
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11.2. Essenzielles Spektrum und Weyl-Kriterium

Definition I1.4. Seien § ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[$] selbstadjungiert. Dann sind
Taisc(A) = {)\ € o(A) ‘ Je>0: dimRan(1[JA— ) <¢]) < oo} (IL.18)
das diskrete Spektrum von A und
Oess(A) = {)\ €o(A) ) Ve>0: dimRan(1[|[A— ) <¢]) = oo} (I1.19)

das essenzielle Spektrum von A.

Satz IL.5. Seien $ ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] ein selbstadjungierter Operator. Fir
A€ c(A) gilt X\ € ogisc(A) genau dann, wenn folgende Bedingungen (i) und (ii) erfillt sind,
(i) X ist ein isolierter Punkt in o(A), d.h. dist[A, o(A) \ {\}] > 0;
(it) X ist ein Eigenwert von A endlicher Multiplizitit, d.h. 1 < dimKer[A — \] < cc.
Beweis.
,<": Sind e := idist[A, o(A4) \ {A}] > 0 und dimKer[A — A] =: M < oo, so ist
dimRan{1[|A — | <¢]} = dimKer[4A—- )] < oo. (I1.20)
,="“: Sei A € oqisc(A). Wiire X nicht isoliert, so gibe es eine Folge (A,)22, € (0(A) \ {)\})]N
mit A\, — A. O.B.d.A. kénnen wir diese Folge als monoton annehmen, etwa A, /' \. Fiir n > 2

setzen wir
1

en = gmin =X, A=At L= (e, Aaten). (I1.21)
Die Intervalle I,, sind paarweise disjunkt, und fiir jedes N € IN gilt
U . € Ow, V). (11.22)
n=N+1

Da A, € 0(A) ist Py, ., (A) # 0 und daher auch dim {Ran P, . (A)} > 1. Aus der Disjunktheit
der I,, und (I1.22) folgt daher fiir jedes N € N, dass

dimRan{1[Ay <A< A} > >  dimRan{P;, ., (4)} = . (11.23)

n=N-+1

Wegen A\, — A steht dies in Widerspruch zur Existenz eines € > 0, so dass
dimRan{1[|A - )| <¢]} < oo. (I1.24)
Also ist A € 0(A) isoliert und es gilt (7).

Zum Beweis von (ii) wihlen wir &1 > 0 so, dass dimRan{1[|A — )| < &1]} < co. Wihlen wir
weiterhin e, := 1dist[A, o(A4) \ {A\}] > 0 und € := min{e;, &2} > 0, so folgt aus A € o(A), dass
P, . # 0 und deshalb

1 < dimRan{P,.(4)} = dimKer[A — )] < dimRan{P.,(4)} < oo. (I1.25)
[l
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Satz I1.6 (Weyl-Kriterium). Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[9)] selbstadjungiert.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A € ouslA) (11.26)
& () Ien)iZi €DV, llgall =1: w-lim {p,} = 0, lim [[(A=A)g,[| = 0; (I1.27)
& (@) ()il €DV, (Pmlen) =0mn:  lm [[(A—=Nea| = 0. (I1.28)
Beweis.

(i) = (i17): Sei N € 0ess(A). Wir withlen ¢ € RanPy ;(A) mit ||¢1] = 1. AnschlieBend wéhlen
wir 9 € RanP/\’%(A) mit ||pa|| =1 und s L 1. Letzteres ist moglich, da

dimRan{PAé(A)} = o0 > 2. (I1.29)

AnschlieBend wéahlen wir 3 € Ran{P/\é(A)} mit ||ps]| = 1 und @3 L span{py, @2 }; letzteres
wird ermoglicht durch

dimRan{PA%(A)} = 00 > 3, (I1.30)

usw. Auf diese Weise erhalten wir eine orthonormale Folge (¢,)%%, € DY, (p|¢n) = Opmn mit
¢n € Ran{P, 1(A)}, was

n—oo

0, (IL.31)

S|

(A =Nenll = [[(A=XP, 1 (A)enll < [(A=X)Py 1(A)lop <

impliziert.
(i) = (ii): Seien v € $H und (p,)22; € HY ein ONS, d.h., (V]0n) = Gpp. Dann ist

Wl < Il)* < oo, (I1.32)
n=1

und insbesondere lim,, . (¢|¢,) = 0, also p, =" 0.
(i7) = (i): Offensichtlich impliziert (i7), dass A € o(A). Um zu zeigen, dass A € 0es(A) im
essenziellen Spektrum liegt, nehmen wir nun das Gegenteil A\ € ogisc(A) an und zeigen, dass
dann (ii) nicht gilt. Mit A\ € ogisc(A) ist dann e := 1dist[A, o(A) \ {A}] > 0, und es gibt eine
ONB {41, ..., ¢y} von Ker{A — A\} = Ran{P,.(A4)}, wobei

M = dimKer{A — \} < o0. (I1.33)

Ist nun (¢,)%%, € DN mit ||¢,|| = 1 und w-1lim,, o @, = 0, so sind lim,, 0 (¥ |n) — 0, fiir
alle 1 < m < M, und deshalb gilt

M
(nlPre(A)en) = > (@nlthm) (mlon) — 0, (I1.34)
m=1
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im Limes n — oco. Andererseits ist

1A =Nl = (A= Ve

{(1 = Pyo(A) + Pyo(A) }(A - A)%>

> &2 ||(1 = Pro(A))gul” = & (1 — (onl pA,g(A)¢n>> . (I1.35)
Mit (I1.34) folgt daraus, dass

liminf ||[(A—XNeg,|| > ¢ > 0, (I1.36)
n—oo

und (77) kann nicht gelten. O

11.3. Essenzielles Spektrum und kompakte Operatoren

Definition IL.7. Sei § ein Hilbert-Raum. Die Menge Com($)) der kompakten Operatoren
auf $ ist definiert als

[I-llop

Com ($)) = {A€ B(%)| dimRanA < oo} , (I1.37)
d.h. als Normabschluss der Algebra der Operatoren endlichen Ranges.

Bemerkungen und Beispiele.

e Com($)) C B($) ist eine echte Teilalgebra, Com($)) # B($), falls dim$) = oco. So ist
beispielsweise 1 ¢ Com($)).

e Com($)) C B(9) ist ein zweiseitiges Ideal, d.h.
VK € Com($), AeB($H): KA AK € Com(9). (11.38)

Lemma I1.8. Seien $ ein Hilbert-Raum, K € Com($)) kompakt und (9,)>2, € 9N, mit
lonll =1 und w-lim, o ¢, = 0. Dann konvergiert lim,,_, || Kp,| = 0.

Beweis. Zu £ > 0 gibt es einen Operator endlichen Ranges

N

A=) aglva) (], (11.39)

i,j=1

N < dimRanA < oo, so, dass || K — Allop < e. Mit w-lim,,_,oo @, = 0 folgt lim,, o (¢|n) — 0
fiir alle j € Z. Also ist lim,, o ||A®,|| = 0 und daher auch

limsup ||[Kp,|| < e+ limsup||Ap,|]| = €. (I1.40)

n—o0 n—o0

Da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt aus (I1.40) auch lim, . || Kp,| = 0. O

Satz I1.9. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, D), (B,D) € £[$)] zwei selbstadjungierte Opera-
toren. Ist A — B € Com($)) kompakt, so gilt

UeSS(A) = Uess(B)- (1141)
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Beweis. Seien K := A — B € Com($)) und A € g.(A). Nach Satz I1.6 gibt es dann (,)32, €
DN mit ||¢,]| = 1 so, dass w-1lim,, o ¢, = 0 und lim,, .« [|(A — A)¢,|| = 0. Dann gilt jedoch
auch

I(B=Neall = [I(A=X=EK)enll < [I(A=Neull + [ EKenll "= 0, (I1.42)

nach Lemma II.8. Abermals impliziert Satz 11.6, dass A € oes(B). Es folgt, dass oeg(A) C
Oess(B), und durch Vertauschen der Rollen von A und B folgt genauso oess(B) C 0ess(A). 0O

Satz I1.10. Seien $ ein Hilbert-Raum, (A, D), (B, D) € £[9)] zwei selbstadjungierte Operato-
ren. Existiert ein z € p(A) N p(B) so, dass die Differenz (A —z)~!' — (B —z)~! € Com($)) der
Resolventen von A und B zu z kompakt ist, so ist

Uess(A) = Uess(B>- (1143)

Beweis. Seien wieder A € 0es(A) und (p,)%2; € DN mit |@,|| = 1 so, dass w-1lim,, o ¢n = 0
und lim,, o [[(A=X)p,|| = 0. Ist weiterhin z € p(A)Np(B) so, dass M := (A—z)'—(B—2)"1 €
Com($)) kompakt ist, so beobachten wir, dass

B-—2)'-A=2)t = —M+(A-2)"—(A—2)"
= -—M+MN—2""A-2)""(A-N). (IL.44)

Wenden wir dies auf ¢, an, so folgt mit w-lim,, ., ¢, = 0 und M € Com($)), dass
lim,, o0 ||M@n|| = 0 und daher

[(B=2)"0n = (A =2)"u| < IMgull + [X=27 [[(A=2)7, 1A= Neall = 0,

(I1.45)
fiir n — oo. Daher gibt es ein N € N, so dass
VnEN: < B2 e € (1L 46)
- 200 —z| — |A=2z]
Wir definieren nun
. 7 R -1 L Qﬁn
VnelN: ¢, = (B—2)" " onin, Un = ——. (I1.47)
14|
Dann ist offensichtlich (1,,)22, € D™ und [|1,|| = 1. AuBerdem ist fiir jedes ¢ € H
Tim |(plepn)| < 2A—2| lim (o] (B = 2)" gnin)] (I1.48)

— 20\~ 2| lm [{(B~2)"¢|puin)| = 0.
da w-lim,,_, ¢, = 0. Also gilt auch w-1lim,, ., ¥, = 0. Schliellich ist
(B=N)—(A=X) =(B-2)-(A-z2) = (B=2){(A=2)"' = (B—2)"'}(A~2)
=B-2)M{(A—z2)+(A-N}, (I1.49)

17



I1. Diskretes und Essentielles Spektrum

bzw.

(B=2)'(B=X) = (B=2)" A=) + A=2)M + M(A-)). (I1.50)
Auf ¢,y angewandt, ergibt sich daraus

(B=Ntn = (B=2)7" (B =Ny (TL.51)

= (B =2 A= Npnin + A =2) Mppin + M (A= Ngnin .
Mit lim,, o0 [[M@y|| = limy, 00 ||(A — A)@n|| = 0 folgt daraus, dass
lim [|(B = A)iha]| = 0. (I1.52)

Also ist auch

lim [[(B — Nyl < 212~ 2| lim [[(B—A)dall = 0. (IL.53)
n—00 n—00

Somit gilt \ € Tegs(B) und also gegs(A) C Tess(B). Durch Vertauschen der Rollen von A und B
ergibt sich die umgekehrte Inklusion oess(B) C 0ess(A). O
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1. Kato-Storungstheorie

Wir definieren zuerst den fiir unbeschrankte Operatoren zentralen Begriff der relativen Be-
schrdnkthert.

Definition III.1. Seien (), (:|-)) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum und (A, D,), (B, Dp) €
£[9] zwei dicht definierte (lineare) Operatoren auf §.
(i) (B,Dp) heifit relativ A-beschriankt <
Dg O D4, und es gibt a, b € R™, so dass
Ve eDa: |IBel < a-Apl+bllgl. (1L.1)

In diesem Fall heifit a relative Schranke.
(ii) (B,Dg) heifit infinitesimale Stérung von (A, D,y) <
Dp D Dy, und fiir alle a > 0 gibt es ein b = b(a) < oo so, dass

VoeDa: [IBell < a- Aol +bll. (I1.2)

(iii) (A, Da) heiBt halbbeschrinkt (nach unten beschrinkt) <
IM > —00 Vo €Dy:  (p|Ap) > M|p|?. (I11.3)
In diesem Fall heiflit M untere Schranke von A, und wir schreiben A > M.

I11.1. Der Satz von Kato-Rellich

Mit diesen Begriffen konnen wir das erste Hauptresultat dieses Kapitels —den Satz von Kato-
Rellich— formulieren.

Satz II1.2 (Kato-Rellich). Seien (9, (:|-)) ein Hilbert-Raum, (A, D) € L£[$] symmetrisch und
dicht definiert, (B, Dp) € £[9] symmetrisch und relativ A-beschrinkt mit relativer Schranke
a < 1. Dann gelten folgende Aussagen:
(i) Ist (A, D) € £[9)] selbstadjungiert, so ist auch (A+ B,Da) € L£[9)] selbstadjungiert;
(i) Ist (A, Da) € £[9] wesentlich selbstadjungiert, so ist auch (A+ B, D) € £[$] wesentlich
selbstadjungiert;

(iii) Ist (A, Da) wesentlich selbstadjungiert und halbbeschrinkt mit unterer Schranke M >
—00, so ist auch (A + B,D4) wesentlich selbstadjungiert und halbbeschrdankt, und zwar
mit unterer Schranke

A+B > M—max{%, \M|}. (I11.4)
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Beweis. Seien (A, D4) € £[9)] selbstadjungiert und z = A + ¢y mit A\, € R und g # 0. Dann
ist A — z invertibel, und (A — 2)7 1 € Dy, fiir alle ¢ € $H. Mit (IIL.1) und (1.39) erhalten wir

[B(A = 2)"0[| <allA(A=2)""0[ + b[[(A=2)""9|
A
(CLHA—Z

T 1
= (a sup ‘ + 0 Sup)‘:D | -

rec(A) ' T — Z T€T(A

1
A—2z

IN

+bH

e (15

op

Zu (i): Somit ist fiir A := 0

1
|B(A=2)7"  <a sup ‘ L sup ‘ .
P co(A) I T — Ut reo(A) | T — U
-2 1/2 ) 1 1/2
=a Ssup <—> + sup <—>
reo(A) NT? + [P reo(A) NT? + p?
+ b (I11.6)
=a+—. :
|1
Wir wihlen || := 2 < oo und erhalten mit
N —1 1—a 1 +a
Q = —B(A—ip)™, dass [|[Qlop < a+ 5~ = 5 < 1. (IIL.7)
Wir beobachten nun, dass
A+B—ip = (1 —-Q)(A—iu) (IIL.8)
gilt, wobei 1 — @) invertibel ist, da die Neumann-Reihe
(1-Q7" =) Q" € B®) (IL.9)
n=0

wegen (II1.7) normkonvergent ist.

Wir zeigen nun die Abgeschlossenheit von (A 4+ B, Dy4). Sei dazu (¢,)02; € Dy mit ¢, — ¢
und (A + B)y, — ¢, fiir n — co. Dann ist nach (IIL.8)

A, = i n + (A—W)% = i, + (1 —Q)fl(A‘FB—’WWn

=ip[l — (1—-Q) '[vn + (1 - Q) (A+ By, (I11.10)
also
Ay = ip[y = (1-Q)7 '] + (1-Q)p. (IL.11)
Da (A, D,4) abgeschlossen ist, folgt ¢ € D4 und
AY = iy — ip(1 - Q)7 + (1-Q) 'y, (I11.12)
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was mit (II1.8) auch

o = (L—QA—in) + in = (A+ B (I1L.13)

impliziert. Somit ist (A + B,D4) abgeschlossen. Wegen D D Dy ist (A + B,D4) auch sym-
metrisch. SchlieBlich ist (A —iu)Da = Ran(A — ip) = $ und deshalb auch

(A+B—ip)Dy = (1—-Q)9H = 9, (I11.14)
da (1 — @) invertibel ist. Insbesondere sind
Ran(A+ B+i2) = Ran(A+ B—i%) = 9, (II1.15)

und (A + B, D,) ist selbstadjungiert.
Zu (ii): Analog zu (i).
Zu (iii): Aus (II1.5) folgt mit g =0 und A < M, dass wegen o(A) C [M, c0)

M+r b
B(A-)\)"! < —
IBA=2 o, < @ sup | — ‘ +bsup 1o ‘ @S ]\/[—i—r—)\‘ M=
| M|+ b | M| b
< _— — = 1 . IT1.16
—“?;E{M—AH L7 U B v GV (I1L.16)
Fiir A < M geniigend klein gilt
b
M-\ > max{|M|, 1—}, (ITL.17)
—a
was
-1
[BA=N7Y|,, < a+ 7 <! (I11.18)
nach sich zieht. Somit beweist eine Neumann-Reihenentwicklung, dass
(A+B—=X) = [1+BA-N""(A-)) (I11.19)
invertibel ist. Insbesondere ist
b
info(A+ B) > M—max{|M|,1—}. (II1.20)
—a

]

Lemma II1.3. Seien $ ein Hilbert-Raum, (A, Da) ein selbstadjungierter, halbbeschrdnkter
Operator, (B,Dg) € £[9] mit Dg D Dy, und gelte B(A+ E)~' € B($), fir E < oo geniigend
grof$, mit

lim [[B(A+E)| = 0. (II1.21)

E—oco

Dann ist (B, Dg) eine infinitesimale Storung von (A, Dy).
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Beweis. Fir v € Dy und E > 1 folgt
|By|| < |[B(A+E)Y|, [[(A+E)| (I11.22)
< ||B(A+ ), [[Av] + E[B(A+E),, 1]

Fiir jedes a > 0 gibt es ein E; < 0, so dass HB(A + Ea)_lHop < a, und mit b, := E, a folgt
dann || By < al|Av|| + b.||¢|| aus (II1.21). ]

I11.2. Selbstadjungiertheit von Schrédinger-Operatoren

Wir wollen nun den Satz I11.2 von Kato-Rellich auf A = —A und B = V(z) anwenden und so
in Raumdimensionen d < 3 die Selbstadjungiertheit von Schrédinger-Operatoren —A + V (z)
beweisen. Solche Schrodinger-Operatoren sind die Standard-Hamilton-Operatoren der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik.

Lemma II1.4. Seien d < 3 und V € L?*(RY). Dann ist der Multiplikationsoperator (V)(z) :=
V(x)(x) definiert auf H*(RY), und es gilt

Jim [[V(-A+E)7|,, = 0. (111.23)

Beweis. Sei f € L*(R%), so dass auch f € L2(R%), und sei ¢ € L2(R%). Dann ist

2
d*z

Vel = [WER| [ -2t

< [wer ( [ise-apee) ([ ds) e

= VI 1132 1llF = VI (11172 )17 (I11.24)
Wir wiihlen nun f(z) := (—A 4+ E)~(z), d.h. f(p) = - und berechnen
X dép dp > sd1ds
22 = — < 2/— - 20 / T
W = [ 55 < 2 giemy ~ ), aeer
e ds QCd 4
<20 = B I11.25
= d/o (s+ B4 — 4—d (I11.25)
Also ist
-1 2Cd 944 E—
[V(EA+B) T < Ve L E = o (I11.26)

]

Satz IIL.5. Sei V € L? + L*(R% R) mat d < 3. Dann ist (— A, — V(z), H*(R?)) selbstadjun-
giert.
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Beweis. Da V. € L? + L*(R% R) ist, gibt es Vo € L*(R% R) und eine beschriinkte Funktion
Ve :R— Rso,dass V =V, + V. Fiir £ > 0 ist dann

WVa+B)7,, <[Va-a+E)7,, + [[Val=2+B)7],

[Voolloo

S ||‘/2(_A+E)—1H0p + I . (11127)
Also ist
Jim [[V(=A+E)|,, = lim [[Va(-A+E)7Y| =0, (I11.28)

gemifl Lemma I11.4. Da V reell ist, ist V auch symmetrisch auf Dy 2 D_a = H*(RY), und aus
dem Satz I11.2 von Kato-Rellich folgt die Selbstadjungiertheit von (—A —V, H?(R%)). O

Bemerkungen und Beispiele.

e Sind V(x) = |z|~* und a > 0, so schreiben wir V' = V5 + V, mit
Va(z) = L(|z[ <1) - ]z]™* uwnd Vi(z) = L(|z] >1)-|z|°. (I11.29)

Dann ist offensichtlich |V (z)| < 1, und

diz !
/‘/2(:17)2 dr = / 2 = Cy / s172 s < o0, (I11.30)
| 0

z|<1 |z

genau dann, wenn o < g.

e Die Bedingung a < g ist nicht optimal, sichert jedoch die Selbstadjungiertheit von eines
wasserstoffihnlichen Atoms, das fiir Kernladung Z > 0 durch den Hamilton-Operator
(-A- %, H?(R3; C?)) représentiert wird.

e Mit etwas groflerem technischen Aufwand kann man die maximale Familie von Potenzia-
len, die auf selbstadjungierte Operatoren fiihren, fast ganz bestimmen. Dies fiihrt auf die

Stummel-Klassen Sy fiir Potenziale V', s. [?].

111.3. Essenzielles Spektrum von Schrodinger-Operatoren

Fiir Schrodinger-Operatoren des Typs —A + V(z) kann man fiir viele Potenziale V' mit dem
Beweis seiner Selbstadjungiertheit in einem Zug auch sein essenzielles Spektrum bestimmen,
nimlich oe[—A + V(x)] = Rd. Der Schliissel dafiir ist der Begriff der relativen Kompaktheit.

Definition ITI.6. Seien ) ein Hilbert-Raum und (A, D) € £[$] ein selbstadjungierter linearer
Operator. Ein Operator (B, Dg) € £[$)] heiit relativ kompakt zu (A, D,)

& Dp 2 Da und Jzep(A): B(A-2)""' € Com(8). (I11.31)

Lemma II1.7. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, Da) € £[9)] ein selbstadjungierter linearer Ope-
rator und (B,Dp) € £(B) relativ kompakt zu (A, Da). Dann ist (B, Dg) eine infinitesimale
Storung von (A, Dy).
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Beweis. Wie in Lemma II1.3 kann man sehen, dass es reicht,

lim |[[B(A—iE)7|| =0 (I11.32)

E—oo

zu zeigen. Zum Beweis von (I11.32) wihlen wir € > 0 und z € p(A) so, dass B(A — 2)7! €
Com($). Da B(A — 2)~! durch Operatoren endlichen Ranges approximiert werden kann, gibt
es ein ONS {¢,} | C Dy, N € N, und Koeffizienten a;; € C, so dass

N

[B(A=2)"" = M|, wobei M = Y ayle){pl. (I11.33)
i,j=1
Ist weiterhin R < oo geniigend grof3, so ist
M 1(1A] > R)||,, < Z lag;| [|[L(JA] > R)g;| < e, (I11.34)

1,7=1

da limp_, [|1(|A] > R)¥|| = 0 fiir alle ¢ € $ gilt. Somit erhalten wir fiir alle £ > 0

|B(A—iB)™Y| = HB(A— 2! j:i; )
< |[{mea-am-ap 255+ prata-m) 255
A—

+ HMH(V” < R) y=r N

< 92 j:i; HMIL 4] < R) j ZZE (II1.35)
Wahlen wir R > 0 geniigend groﬁ, S0 ist

H( aij|oi) m) L[|A| > R] < e. (I11.36)

i,j=1 op

Ist weiterhin £ > 0 geniigend grof, so sind

Hj_—ZzE ) < EEIIR) :__Zz < Egﬂg{l + %} = 1+E+T|Z| <3 (I11.37)
und
A—=z r—z R+ |z
e (), i = Bl e o
Damit erhalten wir aus (I111.35), dass
|BA—iB),, < e+ (|BA=2)7"]|,,+¢) <. (I11.39)
und (II1.32) folgt im Limes ¢ — 0. O
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Satz II1.8. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, Da) € L£[9] ein selbstadjungierter und halbbe-
schrankter linearer Operator und (B, Dg) € £[9] symmetrisch und relativ kompakt zu (A, Dy).
Dann ist (A+ B, Da) € £[9)] ein selbstadjungierter und halbbeschrinkter linearer Operator und
es qilt

Uess(A + B) = Oess (A) (11140)

Beweis. Nach Lemma II1.7 ist (B, Dp) eine infinitesimale Storung von (A, D4), und mit A ist
auch A+ B auf Dy selbstadjungiert und halbbeschrénkt. Es bleibt Glg. (II11.40) zu zeigen. Aus
der Halbbeschranktheit von sowohl A als auch A + B folgt die Existenz einer Zahl Fy > —oo,
sodas A > Fyund A+ B > Ey. Fiir E < Ey und z € p(A) ist dann

(A-E)'—-(A+B-E)!' =(A+B-E)'B(A-E)™! (I11.41)
=(A+B-E)'B(A-2) " (A-2)(A-E)*,
und wegen (A + B — E)!, (A —2)(A— E)~! € B($) und B(A — 2)~' € Com($) folgt, dass
(A-E)Y'—(A+B-E)"' € Com(9) (I11.42)
da Com($) C B($) ein zweiseitiges Ideal ist. Glg. (II1.40) ergibt sich jetzt aus Satz I11.10. [

Bemerkungen und Beispiele.

e Aus dem Beweis von Lemma II1.4 und insbesondere Glg. (II1.24) sehen wir, dass ein qua-
dratintegrables Potenzial V € L?(IR?) nicht nur eine infinitesimale Stérung des Laplacians
—A ist, sondern dass der Operator V(—A+1)~! € £2[L?(R?)] sogar ein Hilbert-Schmidt-
Operator ist, s. Ubungsaufgabe.

e Der Operator V(—A+1)~! ist némlich von der Form V (z)f(—iV,) mit f(p) = (p*>+1)"!
und agiert auf Wellenfunktionen v € L*(R?) durch

[V(=A+1)"](z) = /a(x,zw(z) d'z, (I11.43)

wobei
a(z,z) = V(z)§Ff]x—2) (I11.44)

wegen
[latw )P dtzdts = WIEFAG = IVIE AR < o0 (IL)

ein quadratintegrabler Integralkern ist.

e Insbesondere folgt fiir V € L?(R?* R) und d < 3 die Selbstadjungiertheit von —A + V()
auf H?(R?) und

Ges|-A+ V(@) = oul-A] = Ry (I11.46)
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IV.1. Operatorwertige holomorphe Funktionen

Sie 2 C C eine offene Teilmenge der komplexen Zahlen. Die klassische Funktionentheorie hat
die Untersuchung holomorpher Funktionen f : Q2 — C zum Gegenstand, also auf {2 komplex
differenzierbarer Funktionen mit Werten in C. Eine einfache, aber wichtige Beobachtung in
der Funktionalanalysis ist die Ubertragbarkeit eines grofien Teils der Funktionentheorie bis
einschlieBlich der Cauchyschen Integralformel auf Funktionen f : {2 — X mit Werten in einem
komplexen Banach-Raum (X, | - ||x). Besonders einfach wird die Situation, falls X = B(Y)
der Raum der beschriankten linearen Operatoren auf einem komplexen Banach-Raum ist, denn
die dann mafigebliche Operatornorm ist submultiplikativ, [|AB|syy < || Allsr) - | Bl s(v), und
die Ubertragung der Beweise vom C-wertigen Fall der klassischen Funktionentheorie auf den
B(Y)-wertigen Fall erfolgt fast ausnahmslos durch Ersetzung von Betrédgen komplexer Zahlen
durch die Norm || - ||5y)-

Wir werden uns hier auf den letzteren Fall beschrinken, und zwar mit Y = §), wobei $ wieder
ein separabler komplexer Hilbert-Raum ist. Wir geben keine Beweise der zugehorigen Séatze.
Fiir den folgenden Satz erinnern wir zuvor an den Begriff des rektifizierbaren Wegs: Sind 2 C C
offen und nichtleer und a,b € R, mit a < b, so heifit ein Weg v € C ([a, bl; Q) rektifizierbar, falls

N
L(y) = sup { Z ‘y(tk) - v(tk_1)| NeN a=ty<ty < - <ty:= b} < o0. (IV.1)
k=1

In diesem Fall nennt man L(v) die Linge des Weges .

Satz IV.1. Seien $ ein Hilbert-Raum, a,b € R, mit a < b, Q C C offen und nichtleer,
v € C([a,b]; C) ein rektifizierbarer Weg in Q und f € C(Q; B()) eine stetige Funktion auf Q2.

(i) Dann ezistiert das Integral

2" —1

[11as = i {3 bt 2] fhiw] } € BE) v

n—oo
k=0
von f entlang des Weges v als normkonvergente Reihe, wobei ty := a+ (b — a)27"k.

(ii) Ist e >0, so gibt es ein 0 > 0 so, dass

< e, (IV.3)

op

H/ J(z)dz NZ [y(ska1) = (k)] £ [v(si)]

k=0

fir alle N € N und a =: sp < 51 < 53 < -+ < Sy_1 < sy = b, die sj41 < 55+ 0, fir
j € ZY! erfiillen.
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(#ii) Ist n ~ v ein zu 7y dquivalenter Weg (d.h. ist n eine Umparametrisierung von vy), so ist
/f(z) dz = /f(z) dz. (IV.4)
gl 7

(iv) Isty € C'([a,b]; Q) zusdtzlich stetig differenzierbar, so ist (fov)-% € C([a,b]; B(9)) auf

la,b] Riemann-integrabel und es gilt

b
/f(z)dz = / Flr(@)] () dt. (IV.5)

(v) Fir alle ¢, € $) ist

(¢ \ ( e i) ) - [ s as. (1V.6)

Definition IV.2. Seien §) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum, 2 C C offen und nichtleer
und f: Q — B($) eine Abbildung.

(i) f heiBt analytisch auf Q

& f ist lokal in Potenzreihen entwickelbar

e V2o €Q Ian), € BN, R :=limsup {/||ap|lop < 00 V2 € D(20, R) :
k—o0

fz) =Y ar(z—z)". (IV.7)

k=0

o0

(ii) f heifit holomorph in

& V2o € Q: fist komplex differenzierbar in 2. (IV.8)
& VzeQ If(z)eB®): lim JE) = M=) f'(20) =0,
2—20 z— 2 op

und in diesem Fall heifit f': Q — B($)) Ableitung von f auf €.

Mit diesem Holomorphiebegriff gilt der Cauchysche Integralsatz und auch die Cauchysche In-
tegralformel sowie deren Aquivalenz zu Holomorphie und Analytizitét.

Satz IV.3 (Cauchysche Integralsatz). Sind $) ein Hilbert-Raum, Q2 C C nichtleer, offen und
einfach zusammenhdingend, f : Q — B($) holomorph in €, a,b € R mit a < b und v €
C([a, b); Q) ein geschlossener, rektifizierbarer Weg in €0, so gilt

/f(z) dz = 0. (IV.9)

Satz IV.4. Seien $ ein Hilbert-Raum, )2 C C nichtleer, offen und einfach zusammenhdngend
und f: Q — C stetig in Q. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig, (i) < (ii) < (4i1):
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(i) f ist analytisch auf €2;

(ii) f ist holomorph in Q;

(iii) f erfillt die Cauchysche Integralformel, d.h. fir jeden Punkt zy € Q und jeden
rektifizierbaren, geschlossenen, doppelpunktsfreien Weg v € C ([a, bl; Q) in §2, der zy nicht
beriihrt und zy in mathematisch positiver Richtung umlduft, gilt

1 z)dz
f(z0) = — 1) : (IV.10)

2m ), z— 2

Wir kommen nun zum fiir uns wichtigsten Beispiel fiir die holomorphe Funktion f, ndmlich

f(z)= (A -2

Lemma IV.5. Seien $) ein Hilbert-Raum und (A, Da) € L£[9] ein dicht definierter, abge-
schlossener Operator auf $). Dann ist die Resolventenmenge p(A) C C wvon A offen, und
p(A) >z (A—2)"' € B(9) ist analytisch auf p(A).

Beweis. Die Behauptung ist trivial richtig, falls p(A) = 0 leer ist. Ist zg € p(A), so ist

A — zy invertibel mit beschrénkter Inverser H(A — zo)*lHop =: m~! < oo. Die Neumann-
Reihenentwicklung

(A-2)" = ar (20— 2)%, ap == (A—20)"" € B®), |lapllop < m*t, (IV.11)
k=0

zeigt, dass diese Reihe fiir z € D(zp, m) normkonvergent ist. Somit ist auch D(zg,m) C p(A),
und p(A) ist offen. Dariiber hinaus folgt aus (IV.11) die behauptete Analytizitét. O

IV.2. Spektralprojektionen aus Dunford-Cauchy-Integralen

Die im vorigen Abschnitt skizzierte Theorie der operatorwertigen komplexen Analysis hat
vielfaltige Anwendungen, da sich mit ihr ein Funkionalkalkiil A — F(A) entwickeln lésst,
der iiber die einsetzbaren Operatoren A nur sehr schwache Annahmen fordert.

Wir vertiefen dies hier nicht in allgemeiner Form, sondern konzentrieren uns auf Projektionen,
wie in [?]. Dabei wollen wir fiir zy € C und r > 0 mit dD(zg,7) den Weg v : [0, 27] — C, v(¢) :=
r - e + zy, entlang des Randes der Kreisscheibe D(zg,7) bezeichnen, der zy in mathematisch
positiver Richtung umléuft.

Satz IV.6. Seien $) ein Hilbert-Raum, (A, D) € L£[9] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator auf $ und A € o(A) ein isolierter Spektralpunkt, d.h. ¢ := dist[A, o(A) \ {\}] > 0.
Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fir jedes 0 < r < € existiert

-1 dz
T — V.1
P 271 dD(A,r) A —Z < B<S/j) ’ ( V 2)

1st beschrdankt und unabhdngig von r.
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(ii) P ist eine Projektion, d.h. es gilt P? = P. Ist (A, Da) dariiber hinaus selbstadjungiert, so
ist P orthogonal, d.h. P = P* € B(9) ist auch selbstadjungiert.

(iii) Der Kern Ker(P) C $) und das Bild Ran(P) C $ von P sind abgeschlossene komple-
mentdre Unterrdume, d.h. es gilt

$H = Ran(P) + Ker(P) wund Ran(P)NKer(P) = {0}, (IV.13)

Ist (A, Dy) dariiber hinaus selbstadjungiert, so sind Kern und Bild von P zueinander
orthogonal, Ker(P) L Ran(P).

(iv) Das Bild Ran(P) C Dy liegt im Definitionsbereich von A und ist ein invarianter Unter-
raum, A[Ran(P)] C Ran(P).
(v) Es sind Ker(P) N D4 dicht in Ker(P) und AKer(P) ND,] C Ker(P).
(vi) Sind dim Ran(P) =n < oo, so ist (A — X)"¢ = 0 fir jedes 1) € Ran(P).
(vii) Fiir jedes 0 < r < e und w € D(A,1/2) ist A —w : Ker(P) N Da — Ker(P) beschrinkt
invertibel mit Resolvente R(w) : Ker(P) — Ker(P) N Dy,

Rw) = —- L 42 ¢ By, (IV.14)

2w Joppyw —2 A—z

die der Normabschitzung || R(w)]|op < 2 maxy,_x— [|(A — 2)7!||op gendigt.

Beweis.

zu (i): Nach Voraussetzung ist die punktierte Kreisscheibe D(),¢) := D(\, &)\ {\} C p(A) Teil
der Resolventenmenge von A und z — (A—2z)~! analytisch auf D(), ¢) nach Lemma IV.5. Damit
sind die Existenz des Integrals (IV.12) und seine Unabhéngigkeit von r € (0, e) Konsequenzen
aus Satz [V.1 und dem Cauchyschen Integralsatz, Satz IV.3. Die Beschréanktheit von P erhalten
wir aus der Dreieckungleichung und der Tatsache, dass z — ||[(A — 2)!||op — als stetige Funktion
auf dem Kompaktum 90D(A,r) — beschriankt ist, ndmlich

1 [ -
| Pllop < —/ (A—)\—re”) "I orat < rM, (IV.15)
27 J, op
mit
M = r‘?'aX (A—)\—C)_l < 0. (IV.16)
=r op

zu (11): Wir wihlen 0 < r < R < ¢ und beobachten, dass geméfi der 1. Resolventengleichung

1 1 1 1

A—z A—w - A—z<z_w>A—w

(IV.17)
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fir z € 9D(A, R) und w € 9D(\, r) gilt. Somit ist
—1\2 1 1
p* = ( ' / / dz dw
2 2coD(\R) Jweop(ar) A — 2 A—w

B )/ / ( 1 )dzdw
27” opour) Joppy \A—2  A—w/) z—w

—1 d d
{— / - } - (IV.18)
2mi 2€0D(\R) 2mi wedD(A\r) X — W A—=z

—1 {—1/ dz } dw
2mi weAD(A,r) 2mi 2€0D(\R) ¥ — W A—w’

Nun liegt jeder Punkt z € 0D(A, R) wegen R > r aulerhalb der Kontur 0D (A, r), und deshalb
ist

1 d
— —Y (IV.19)

270 Jweop(ar) 7 — W

Umgekehrt ist jeder Punkt w € 0D(\,r) wegen r < R innerhalb der Kontur 0D(A, R), und
deshalb ist

-1 d
— T (IV.20)
21 J.cop(\p) Z — W
Setzen wir (IV.19) und (IV.20) in (IV.18) ein, so folgt
-1 d
R — / Y _— p. (IV.21)
2m weOD(A\,r) A—-w
Fiir selbstadjungiertes A sind dann A € R und
1 —1
Pro= A = _ p (IV.22)
21 J.eapny A — 2 21 Jeappny A — 7

da mit z = A+ die konjugierte Variable z = A\+e~% dieselbe Kontur 9D (), r) in umgekehrter
Richtung durchléuft.

zu (#11): Zuniichst beobachten wir, dass mit P auch 1 — P eine Projektion ist, da (1 — P)? =
1—2P+ P? =1— P ist. Da P nach (i) und somit auch 1 — P beschrénkt sind, sind Ker(P) C
und Ran(P) = Ker(1 — P) C § abgeschlossene Unterrdume.

Ist weiterhin ¢ € Ran(P), so gibt es ein n € $ mit ¢ = Pn und dann gilt (1—P)p = Pn—P%n =
Pn—Pn=0,also ist ¢ € Ker(1 — P). Ist umgekehrt ¢ € Ker(1 — P), so ist ¢ = Py € Ran(P).
Wiederholen wir dieses Argument mit P durch 1 — P ersetzt, so erhalten wir

Ran(P) = Ker(1 —P) und Ran(l—-P) = Ker(P). (IV.23)

Insbesondere kénnen wir jedes ¢ € $) schreiben als ©» = Py + (1 — P)y und beobachten,
dass Py € Ran(P) und (1 — P)ip € Ran(l — P) = Ker(P), nach (IV.23). Also ist =
Ran(P) + Ker(P).
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Aus ¢ = Pn € Ran(P) folgt Py = P?np = Pn = 1. Ist aulerdem ¢ € Ker(P), so folgt damit
1 = Py = 0, also Ran(P) N Ker(P) = {0}.

zu (1w): Wir erinnern zuerst an die Definition (IV.2) des Wegintegrals, dergemafl P = lim,,_,o.{ P, }
in Norm ist, wobei

k+1 k)
Z i (IV.24)

mit 7, := exp[2mi - 27"] sind.

Fiir jedes k € Z3 ~"ist A +r7% € p(A) und somit (A — X\ —77%)71[$] C D4. Da Dy C H ein
Teilraum ist, folgt damit Ran(P,) C D4. AuBlerdem definiert AP, einen beschrénkten Operator
auf $H mit

|APullop < 7|7 = 112" max A(A = A = 2)7H| < 200 [L+ (A +7) M] < oo, (IV.25)

|z|=
da |1, — 1] = 2|sin(27r - 27")| < 27 - 27" und
JAA = =27 < 1+ (A +n)[(A=A=2)7 < 1+ (N+r)M  (IV.26)

fir |z] = r gelten.

Ist nun 1 < m < n, so gibt es fiir jedes k € Z3 ! eindeutige ¢ € Z2" ' und j € Z2" "' so,
2717"71,

dass k = £ -2""™ + j. Auerdem sind dann 7, = 7 und

n

T?f — T’ﬁ,zn—m Tg = fq, Tg]: . (IV27)

Eingesetzt in (IV.24) ergibt dies

2m—1 2n7m—1

Z Z I T a7 _1). (IV.28)

—r71t
Wir beobachten weiter, dass
gn—m_1
it — 7l = (T Z Tt (rt = 1), (IV.29)
§=0
woraus wir
gm_1 gn—m_

Z—H l j _1
ZA DY ZZI s (1v.30)

erhalten, was zusammen mit (IV.28)

P,—-P, = Z Z r7t (T, —1){(/1 A—r7t 7']) - (A—)\—TTT{I)A}

2m—-12n7m-1 2,20 25

B —r? 272 (1, — 1) (1) — 1)
_Z ]Z —r7h ) (A= X—r1b) (v.a1)
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ergibt. Aus (IV.31) folgen mit (IV.16), (IV.26) und |72 — 1| = 2|sin(27p - 27" Y)| < 27 p27",
fiir p=1und p =5 < 2" die Normabschétzungen

“Pn - PmHOp

IN

2 M? |1, — 1] |7 —1]2m 2™ < (27r)2 M227™, (IV.32)
|AP, — APpllop < 7m* M [1+ (Al +7)M] |7, — 1| |7] — 1|27 2"

< @rr)PM [T+ (A +r)M]27™. (IV.33)

Damit sind (P,)32; als auch (AP,):2, Cauchy-Folgen in B($)), und in der Tat wussten wir dies
fir (P,)2, schon, da P, — P, fir n — oc.

Ist nun ¢ = Py € Ran(P), so setzen wir ¢, := P,i € D4 und beobachten, dass |1, — ¥|| =
(P, — P)¢|| — 0, fiir n — oco. AuBerdem ist auch (A¢,)22, € HN eine Cauchy-Folge, weil
[ At — Atbmll = [(APs = AP < [|AP, — APalloy [0 Also ist auch (Av,), € 5N
konvergent, d.h. ¢ := lim,, ,.{AY,} € . Da (A, D,) abgeschlossen ist, folgt nun ¢ € D4 und
Ay = lim,, o { A, }. SchlieBlich ist

A¢ = lim {AP@} = lim {P,A¢} = PAY € Ran(P). (IV.34)

M.a.W. lisst sich (PA,D4) € £[$] zu einem beschriinkten Operator PA € B(§) fortsetzen,
und es gilt PA = AP. (Die Faktoren P und A kénnen in PA nicht mehr getrennt werden).

zu (v): Sei ¢ € Ker(P). Da Dy C § dicht liegt, gibt es zu jedem 6 > 0 ein @ € Dy so, dass
| — || < 6. Wir setzen ¢ := (1 — P)p € Ran(1 — P) = Ker(P). Wegen Ran(P) C D, ist mit
@ auch ¢ = ¢ — Pp € Dy, also ist ¢ € Ker(P) NDy. Da

I —¢l = [[@=P)~@-P)3| < I1-Plo =2l < Q+rM)s  (IV.35)

im Limes § — 0 beliebig klein wird, ist Ker(P) N Dy in Ker(P) dicht.
Da AP = PA auf Ran(P) gilt, ist P[Ap] = A[Py] = 0, fiir jedes ¢ € Ker(P)ND4, und es folgt

AlKer(P)NDy] C Ker(P). (IV.36)

zu (vi): Seien {t1, ... ,1,} C Ran(P) eine Basis. Da A[Ran(P)] C Ran(P) diesen n-dimensionalen
Teilraum invariant ldsst, ist A = PAP auf Ran(P). daher kann die Wirkung von A — X\ auf
Ran(P) durch die Matrix (a;;);;=; € M,xn(C) dargestellt werden. Sei nun 1) € Dy ein Eigen-
vektor von A zum Eigenwert p € C\ {\}. Dann ist

-1 dz

Py = —— b = 0. (IV.37)
21 Jopo) B — 2

Somit ist A der einzige Eigenwert von A auf Ran(P). Die Jordansche Normalform von (a; ;)7
ist also von der Form A - 1,4, + D, wobei alle nichtverschwindenden Matrixelemente von D
oberhalb der Diagonalen liegen und D somit eine nilpotente Matrix mit D" = 0 ist.

zu (vii): Zu w € OD(\,7/2) definieren wir R(w) durch (IV.14) und beobachten, dass wegen
|lw—z| >1r/2

_ L
[R(w)|lop < 2z£}>3z’§,r>H<A_z) | = 2M < oo. (IV.38)
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Wir fithren nun zwei zu (IV.18) dhnliche Berechnungen durch. Einerseits ist

1 1 1
R< )P = / / dz dz
27” 2€0D(\,r) J Z€0D(A r/3) —2A—2z A-2Z

- / / ( 1 ) dz d3
27” 2€dD(\r) J2€0D(Ar/3) -z A-Z) (w-2)(z-2)

-1 dz d
_ {_ / z } z (IV.39)
2mi 2€dD(\,R) 21 2€0D(\r/3) 7 ) (w—2)(A-2)
—1 { —1 / dz } dz
210 Jscopourz) L 270 Jocoppy (W —2)(z = 2) J A—=Z~
Da z ¢ D(\,r/3), verschwindet feaD (Ar/3) 3 2 und da w,Z € D(A,r) beide im Inneren der

Kontur dD(A, r) liegen, verschwindet auch |, . Es folgt, dass

€dD(\,r) (w— z)(z Z)
PR(w) = Rw)P = 0. (IV.40)

Andererseits ist

. . 1 1A
AR(w) = Rw)A = () / o T T
—1 —1 _
- <_> / dz <_> / z  dz (1 41)
2mi/) Joeoppng) W — 2 2w/ Joeopppy W — 2 A—2

_(—1)/ dz _<—1>/ dz +(—1)/ w dz
2w/ J.cop(ny) W — % 2w/ J.cap(nr) A-=z 2w/ J.cop(ny) W — 2 A—z

=1- P+ wR(w),

(A—w)Rw) = Rw)(A—w) = 1—-P (IV.42)

gewinnen. Also ist R(w) = (1 — P)R(w)(1 — P) die Inverse der Restriktion von A — w auf
Ker(P)ND. O

IV.3. Analytische Familien und St6rungstheorie isolierter,
einfacher Eigenwerte

Wir fithren zunédchst den Begriff der analytischen Familie vom Typ A ein und zeigen seinen

engen Zusammenhang mit der relativen Beschrankheit.

Definition IV.7. Seien 2 C C eine offene, zusammenhéngende Umgebung von 0 € {2 und
nichtleer, $) ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum und D C §) ein dichter Unterraum. Eine
Abbildung (7', D) : Q — £[$] heifit analytische Familie vom Typ A :&
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

(i) Fiir alle g € Q ist T abgeschlossen.
(i) T : Q — B(D;$H) ist analytisch, wobei der Hilbert-Raum (D, (:|-)p) durch das Graph-
skalarprodukt (p|v)p := (Top|Tov) + {(p|1) gegeben ist.

Lemma IV.8. Seien $) ein Hilbert-Raum, (T, D) € L[9)] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator und (V, D) € £[9]. Dann gilt folgende Aquivalenz:

(i) (V,D) ist relativ T-beschrankt;
(i) Co =T =T+ pV € B(D;$) ist eine analytische Familie vom Typ A.

Beweis. Sind (3, 5y € C, mit 8 # Sy, so ist
T =T
B —fo
(1) = (di): Ist (V, D) ist relativ T-beschrinkt mit ||V || < al|T%| + b||¢]|, so ist

= V. (IV.43)

Vol < alTyl +ollv] < V2 max(a,b) VITY[? + [[0? = v2 max(a,b) [[¢]p, (IV.44)
fiir alle ¢» € D und daher V' € B(D;$) mit |V ||5p.s)-

(i) < (i1): Ist B — T + BV eine analytische Familie vom Typ A, so ist die Ableitung ein
beschrankter Operator D — §, d.h. fiir alle ¢ € D ist

VIl < IVIsoo [¢llo < [IVIs@s VITYIR + 1012 = IVIisos (IT2] + ||1/()||)- \
V.45

O

Zur Vorbereitung des Beweises der Hauptaussage dieses Abschnitts beweisen wir noch folgendes
Lemma

Lemma IV.9. Seien $ ein Hilbert-Raum und P,Q € B($)) zwei Projektionen. Ist || P —Q|op <
1, so ist dim Ran(P) = dim Ran(Q) (wobei auch beide Seiten unendlich sein kinnen).

Beweis. Wir setzen X := Ran(P) C $ und Y := Ran(Q) C $ und zeigen, dass dim(X) #
dim(Y’) die Normschranke || P — Q||op > 1 nach sich zieht. Dazu kénnen wir 0.B.d.A. dim(X) >
dim(Y") annehmen. Insbesondere sind dann dim(Y") < oo und dim(X) > dim(Y") + 1.

Wir bezeichnen weiterhin mit @ = Q! « € B(X;$) die Einschrinkung von @ auf X. Gemi8

~ ~

eines Lemmas der elementaren linearen Algebra gilt dim Ker(Q) + dim Ran(Q) = dim(X) und

-~

wegen dim Ran(Q)) C Y auch
dimKer(Q) = dim(X) — dimRan(Q) > dim(X) — dim(Y) > 1. (IV.46)
Andererseits ist
Ker(Q) = {p€ X|Qp=0} = Ran(P) N Ker(Q), (IV.47)

und zusammen mit (IV.46) erhalten wir die Existenz eines normierten Vektors ¢ € Ran(P) N
Ker(Q), fiir den dann entsprechend

I(P =Q)¢ll = 1Pl = llell =1 (IV.48)
gilt. Somit ist dann |[|[P — Q|op > 1. O
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

Satz IV.10. Seien $) ein Hilbert-Raum, (Ty, D) € L£[$] ein dicht definierter, abgeschlossener
Operator, (V,D) € £[9)] relativ Ty-beschrinkt und T == Ty + SV fir f € C. Sei auflerdem
Xo € o(Ty) ein einfacher, isolierter Eigenwert von Ty mit normiertem Eigenvektor 1y € D.
Dann gibt es r,p > 0 so, dass folgende Aussagen gelten:

(1) Fir B € D(0,p) besitzt Ty einen einfachen und isolierten Eigenwert \g € D(X\o,7), und
dies ist der einzige Spektralwert in der Kreisscheibe, o(T3) N D(Xo, 1) = {As}.
(11) D(0,p) 3 B+ Ag € D(Xo,r) ist analytisch.
(i1i) Bezeichnet Py die durch das Dunford-Cauchy-Integral (IV.12) definierte Projektion auf
A, so ist auch D(0,p) 3 B — Pz € B($) analytisch.

Beweis. Da V relativ Ty-beschrénkt ist, gibt es Konstanten a, b > 0 so, dass ||V|| < al|Toy|| +
bl|v]], fir alle ¢» € D gilt. Weiterhin schlieflen wir aus der Annahme, dass )¢ ein isolierter
Eigenwert von Ty ist, dass D(\g,3r) = D(Xg,37) \ {\o} C p(Tp), fiir 7 > 0 geniigend klein, ist.
Analog zu (IV.16) erhalten wir

-1

(To — Ao — ¢) < 00. (IV.49)

M := max

[¢|=2r op

Auflerdem folgt aus (IV.49) und der relativen Ty-Beschranktheit von V, dass fiir alle |(| = 2r
und alle ¢ € 9

IV (To =20 = O] < al|To(To =20 =7 || + bl[(To =2 — )7 (IV.50)
< al[14+ =T =X = )| llell + 0[[(To =20 = )7, Il
und damit

Vic[=2r: |[V(To—X—-O7" < ! = a(l+ (|Xo| +2r) M) + bM. (IV.51)

op — 2_ﬁ

Damit ist fiir || = 2r und |f| < p die Neumann-Reihe

o0

Rs(¢) == (Ts—=do—0)" = D (To— 2= ' [(=BV)(To — X — )" (IV.52)

n=0

normkonvergent und insbesondere T3 — Ay — ¢ invertibel mit

IRs(Ollop = [|(Ts =20 =7, < 2M. (IV.53)
> 1
V Rs(O)llop < = —. IV.
IV Rs(Q) ﬂgo =3 (TV.54)
AuBerdem erhalten wir fiir 3,8 € D(0,p), B+ 3, dass
R — R
)T R OV RO = — [B(Q) — ROV Ro(0) (1v.55)

p—p
= (8- B)R3(C) V Rs(¢) V Rs(() ,

35



IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

was
H (62 3 ) Rs(Q)V 15 (<) . %lﬁ—ﬁl (IV.56)

nach sich zieht. Somit ist D(0, p) 2 8+ Rs(¢) € B($) fiir jedes ¢ € 9D(0,2r) holomorph mit
d]iféo = —R(Q)V Rs(C). (IV.57)

Analog zeigt man, dass fiir festes 8 € D(0, p) auch ¢ — Rz(() in einem kleinen offenen Annulus
D(0,2r 4+ ¢) \ D(0,2r — ¢), der D(0, 2r) enthélt, holomorph ist mit

dRs(¢)

i —Rs(¢)%. (IV.58)

zu (iii): Insbesondere ist ( — Rg(() entlang des Kreises ¢ € D(0, 2r) stetig und das Dunford-
Cauchy-Integral
-1 dz -1

Py = — = — Rs(()dC € B(H V.59
’ 211 Japoroen 1 — = 21t Jap,2r) o(¢) 2 ( )

ist wohldefiniert, beschréinkt in Norm und eine Projektion, Pg = Pj3. Sind weiterhin B, g €
D(0, p) mit 3+ B, so folgt aus (IV.56), dass

w+—_1/ Ro(Q)V Ry(Q) de — — =0 R(Q)V Ra(Q) V Ry(€) d¢
b—p 21t Jap,2r) ’ ’ 21t Jop(0,2r) ’ ’ ’
(IV.60)
Dies impliziert die Holomorphie der Abbildung D(0, p) 3 § + Ps € B($)) mit
Py, 1 dPs 2 M
—£ = — Rs(O)V Rg(¢) d¢ und sup < — IV.61
dp 2mi Jap(o,2r) #¢) #(¢) BED(0,p) P ( )

zu (i) und (ii): Da D(0, p) zusammenhiingend ist, kénnen je zwei Punkte /3, 5 € D(0, p) durch

einen stetigen Weg verbunden werden, und da D(0, p) sogar konvex ist, konnen wir Bund 8 #+ 6
auch etwa durch das Geradensegment v : [0,1] — D(0,p), 8(t) := tB + (1 — t)B verbinden.
Dann sind Py = Pp(0), P53 = Pp(1) und

2r M| — B

1Psty = Pacs)llop < (8 =) F < 2rM(t-s) < 1, (IV.62)

fir s,¢ € [0,1] mit 0 < ¢ —s < (2rM)~'. Aus Lemma IV.9 folgt nun, dass dim Ran[Ps,)] =
dim Ran[Pys(y)], damit auch dim Ran[P;] = dim Ran[P;], fiir alle 3,6 € D(0, ) und schlieBlich

Ve D(0,p): dim Ran[P3] = 1. (IV.63)
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Weiterhin ist mit Py auch P} eine Projektion derselben Dimension dim Ran(F}) = dim Ran(FP) =
1 und Norm, und wir notieren

vy = Piy € Ran(Fy). (IV.64)

(U5lho) = (Fgtholto) = (dolPotbo) = (tholtho) =1, (IV.65)

sind 9§ # 0 und deshalb Ran(F}) = C - ¢5. Wir beobachten nun, dass Pyi)g = 1o und mit
(IV.61) deshalb

2 Mwglp . 1

(W5 | Pavo)| = |1 + (5| (Ps = Po)io)| > 1 — ; > (IV.66)
2rM g 1
IPswoll = 1| < 1P = Rl < === < 5, (IV.67)
gilt, falls 8 € D(0, p) mit
p p
= < - IV.68
G T TR T R (1V.88)
Dank (IV.66) existiert fiir 8 € D(0, p) der Rayleigh-Quotient
{5 | Ts Pstbo)
As = T (IV.69)
P W] o)
und der Vektor
Vg = Paibo (IV.70)
erfiillt mit (IV.67) die Normschranke
1 3
5 = < - V.71
- < sl < 3 (.7

und spannt damit Ran(Ps) = C - ¢ C D auf. AuBerdem folgt aus |(§|Pstbo)| > % und der
Analytizitdt von 8 — Pg und 8 +— T3 auch die Analytizitdt von 8 +— Ag.

Wie in Satz IV.6 (iii)-(v) sind Ran(Pz) und Ker(P3) komplementére, abgeschlossene und unter
T invariante Unterrdume

Ran(Ps) + Ker(Pg) = 9, Ran(Ps) NKer(Pz) = {0}, (IV.72)
Ts[Ran(Ps)] € Ran(Ps), Ts[Ker(Pz) ND] C Ker(FPp). (IV.73)

Insbesondere folgt, dass es eine komplexe Zahl ;o € C so gibt, dass Tg = pPg. Setzen wir dies
ein, so erhalten wir

pAvslvs) = (WolTps) = A (Yolths) (IV.74)
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IV. Storungstheorie isolierter Eigenwerte

und wegen (Y5|¥g) = (V5| Tstho) # 0 auch p = Ag, d.h. T = Agts.
Analog zu (IV.14) definieren wir

_ -1 1 dn

Ry(C) = — , V.75
(<) 2w Jypeono,2ry C— N Tp—Xo—n ( )

fir ¢ € D(A\g,r) und B € D(0, p) und beobachten, dass wegen | — n| > r auch
IRo(@ oy < 2 max [Rs(llop < 401 < o0 (1v.76)

Wie in (IV.39)-(IV.42) folgt nun, dass

Py Rg(CQ) = Rs(Q) Ps = 0 (IV.77)
(Ts — X = Q) Rs(¢) = Rs(¢) (T —Xo—¢) = 1 - P, (IV.78)
d.h. Rs(¢) = (1—P3)Rs(¢)(1— Pp) ist die Inverse der Restriktion von T —\g—¢ auf Ker(P5)ND.
Fiir alle 8 € D(0, p) ist damit aber A\g der einzige Spektralpunkt in D(Ag, 7). ]

Im vorigen Satz IV.10 wurde bewiesen, dass der gestorte isolierte einfache Eigenwert Az der
Operators T = Ty + BV durch den Rayleigh-Quotienten (IV.69)

(05| Ty Pa)
g = ——— 70 IV.79
4= Tl Prv) (IV-79)

gegeben und eine analytische Funktion g +— As fiir kleine |J| ist. Insbesondere kann Mg fur
kleine || in eine konvergente Potenzreihe

o0

A =Y a,p" (IV.80)

n=0

entwickelt werden. Wir wollen nun kurz beleuchten, wie man die Koeffizienten a,,, die durch
Division zweier Potenreihen resultieren, berechnet. Die Projektion Pg erhalten wir fiir |3] < p
durch die normkonvergente Neumann-Reihe

© _1)k+1 .
Py = ]; (< 22; /a b Ro(C) [V Ro(Q)] dc) A (IV.81)
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und damit auch die Reihe fiir T3P, ndmlich

* (_1)k+1

k=0

_ : (H)W /8 o T O [VRO(O]’“dc) B*

211
2 ((—1)kH! k41 ) k1
VR d
+kZ:O( 2mi aD(o,zm[ (O ) 5
-1

= - To Ro(C) d¢ (IV.82)

+ Z( o /8 a0 O Rl©) [V RO(C)}de> B

0 (_1>k+1 k N
:TOPO )\0 RO RO d .
+ ;f( L o+ ORAO IV R )

271

Wir berechnen nun exemplarisch a;. Dazu beobachten wir, dass es eine Konstante C' < oo gibt,
sodass

(Wi | Po) =1 + (i /8 oy ol BRSOV RO o) dc) B+ s B

271

—1 4 (i/ @) (ol PoV o) B + 73 52,
15)

211 D(0,2r) ¢?
=1+ v5- 527 (IV.83)

und

(W3 | T Patho) = o + (i /a o o+ O 80| BLROV R0 ¢o>dc) 8+ 6, 8

27
1 Ao d¢ dg) ;
=X + o == S PV 5
° 7t omi ( /(BD(OQT) o /8D(0’2r) ¢ ) ol BoVio) B + 055
=Xo + W5 Vb)) B + 6562, (IV.84)

mit supg <, {Ivsl + 05|} < C, wobei wir (¢|p) = (10| Pop) verwenden, was fiir jedes ¢ € $
richtig ist. Also ist

N, - Ao + (W5 Vabo) B+ 65 B2
A 14 5 B2

* 2
= o + (U5|Vo) B+ (55 ~ (o <w0\1v f‘gf ﬂj %) ) 8, (IV.85)
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woraus wir

ap = (%k | V¢0> = <¢0 \ PV Ry 2ﬁ0> (IV~86)

gewinnen.
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

In diesem Kapitel steht eine alternative Methode zur stérungstheoretischen Analyse des Spek-
tralproblems Hz = T + SV im Mittelpunkt: die glatte Feshbach-Schur-Abbildung [?].

V.1. Feshbach-Schur-Paare und Isospektralitat

Definition V.1. Seien $) ein Hilbert-Raum und (H, D), (T, D) € £[$] zwei auf D C §) dicht de-
finierte, abgeschlossene lineare Operatoren auf ). Seien weiterhin x,x € B($)) zwei beschrankte
lineare Operatoren auf §), die D invariant lassen, untereinander und mit 7" kommutieren und
eine Partition der Eins definieren,

xD),x(D) € D, xXx =%xx. I'x=xT, Tx =xT, X*+x ' =1. (V.1

Weiterhin seien mit W := H — T der lineare Operator (W, D) € £[$)] relativ T-beschriankt mit
relativer Schranke a < 1/2,

W, = xWyx, We = XWX, (V.2)
H, =T+ W, Hy:=T+ W, (V.3)

und Hy auf Ran(X) beschriankt invertibel. Dann heifit (H,T") ein Feshbach-Schur-Paar zu .
Die glatte Feshbach-Schur-Abbildung (H,T) — F,(H,T') ist durch den linearen Operator

F(H,T) = T + W, — xWX(Hx) ' XWx (V.4)

definiert. Auflerdem definieren wir zum Feshbach-Schur-Paar (H,7T) noch die beschrinkten
linearen Operatoren Q,(H,T') € B(Ran[x]; 7-[) und Qf(H, T) e B(?—[; Ran[x]) durch

Qx(H,T) := x — X(Hy)"'xWx wnd QF(H.T) := x — xWx(Hy)'X. (V.5)

Das zum Feshbach-Schur-Paar (H,T") gehorige Bild F) (H,T') unter der glatten Feshbach-Schur-
Abbildung ist zu H im Sinne des folgenden Satzes isospektral.

Satz V.2 (Isospektralitiat). Seien $ ein Hilbert-Raum und (H,D),(T,D) € L£[9] zwei auf
D C 9 dicht definierte, abgeschlossene lineare Operatoren auf §. Seien weiterhin x,x € B($)
zwei beschrankte lineare Operatoren auf $, die (V.1) erfillen. Das zu x gehirige Feshbach-
Schur-Paar (H,T') und ihr Bild F\(H,T) unter der glatten Feshbach-Schur-Abbildung besitzt
die folgenden Figenschaften.
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung
(1) H ist auf $ genau dann beschrinkt invertibel, wenn F\,(H,T') beschrinkt invertibel auf
Ran(y) ist. In diesem Fall gelten
H™' = Q(H,T)F(HT)" QH,T)* + YH'X, (V.6)
F(H, 7)™ =xH " 'x + XxT7'x. (V.7)

(11) Ker[H] und Ker[F,(H,T)] sind isomorph und x : Ker[H| — Ker[F\(H,T)] und Q\(H,T) :
Ker[F\ (H,T)] — Ker[H| sind zueinander inverse, beschrinkte Isomorphismen.

(#ii) Sind zusditzlich x = x*, H = H* und T' = T* selbstadjungiert und

M = (H) 'YWy uwnd N = (14 MM)"?, (V.8)
so gelten
lim Im(¢| (H —ie) ") = (V.9)
lim Im<N Q. (H, T)*ap‘ (N Fy(H,T)N — ie) " N Qy(H, T)*¢>
und
lim (| (N Fy(H, T)N — i) ) = lim Im(x N"'o| (H — ig)*lxN—1w>,

(V.10)
fiir jedes ¢ € H.

Beweis. Fiir den Beweis verwenden wir die Abkiirzungen F' := F\(H,T), Q := Q,(H,T) und
Q% := Q¥ (H,T) wie in [?] und folgen weitgehend [?]. Wir beweisen zunéchst die folgenden
Identitaten auf D:

X(Hy)'XH =1 -Qx, XT'XF =1-xQ, (V.11)
HQ = xF, Q"H = Fy. (V.12)
Der Beweis erfolgt jeweils durch Nachrechnen. Glg. (V.11) ergibt sich durch
X(Hy) "X H =X(Hy)"'TX + X(Hg)"'XW = X(Hg) (T + W)X + X(Hy)'XWx*
= X'+ X(Hy) XWx* = 1 - Qx, (V.13)
und
XTXE =XT7'X(T + Wy = xWX(Hy) 'XWX)
=X + XTI xXWx — xX T~ 'Wx(Hy)'XWX
=X+ X([T7 = (Hy) ™' = T W(Hy) ' [XWx + xX(Hy) "' XWx
=X + Xx(Hy) 'XWx = 1 - xQ. (V.14)
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Auch der Beweis von (V.12) ist eine Rechnung,

HQ = Hx — HY(Hy)"'XxWx = xHy, + X’Wx — (xHx+ X’WX) (Hy) "xWx = xF.
(V.15)

Die zweite Identitét in (V.12) ergibt sich &hnlich.

zu (1): Es reicht zu zeigen, dass die beschriankte Invertibilitdt von F' auf Ran(x) Glg. (V.6) und
die beschrénkte Invertibilitat von H auf $ Glg. (V.7) implizieren.

Seien also F' auf Ran(y) invertibel und
R := QF Q" + YH;'X. (V.16)
Mit Hilfe von (V.11) und (V.12) erhalten wir
RH = QF'Q¥"H + X(Hy) 'xH = QF '"Fx + 1 - Qx = 1, (V.17)

und mit einer #hnlichen Rechnung auch HR = 1. Also ist H beschrinkt invertibel mit R = H 1,
wie in (V.6) behauptet.

Seien umgekehrt H beschréankt invertibel und

R = yH 'y + xT7'x. (V.18)
Abermals unter Verwendung von (V.11) und (V.12) folgt dann
RF = YH'WF + YT"'xF = yYH'HQ +1 — yQ = 1. (V.19)

Analog zeigt man, dass auch RF = 1. Also ist F auf H (global) invertibel with Inverser
F~! = R. Bezeichnen wir mit P die Projektion auf Ran(y), so beobachten wir, dass

F = PFP + P*TP* (V.20)

blockdiagonal beziiglich H = Ran(y) @ Ran(x)* ist. Daher impliziert die globale Invertibilitét
von I auf ‘H auch die Invertibilitét der Restriktion von F' auf Ran(y), was den Beweis von (7)
vervollstandigt.

zu (i4): Ist 1 € Ker(H), so folgt F[xy] = Q#* Hy = 0 nach (V.12), d.h. yy € Ker(F). Analog
erhalten wir fiir ¢ € Ker(F) aus (V.12), dass H|[Qy] = xF¢ = 0, d.h. Qp € Ker(H). Somit
sind

X : Ker(H) — Ker(F) und Q: Ker(F) — Ker(H). (V.21)
Auflerdem folgt aus (V.11) und ¢ € Ker(H) sowie ¢ € Ker(F'), dass

Qxv =v¢ — X(Hy) 'xH¢ = ¢, (V.22)
XQe =¢ —XT 'XFp = ¢, (V.23)
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was den Beweis von (7i) komplettiert,

Qox = lke(m) und X0Q = Iker(r)- (V.24)

zu (iit): Nach Voraussetzung ist Hy — z auf Ran(y) fiir = = 0 beschriankt invertibel, d.h.
0 € p(Hx|ran(y))- Da die Resolventenmenge offen ist, enthélt sie eine offene Kreisscheibe um
0 mit Radius r > 0 und so, dass die Norm der Resolvente auf dieser Kreissscheibe uniform
beschrankt ist,

D(0,r) C p(HﬂRan(@) und sup HX % — %) XH < (C < . (V.25)

|z|<r

Es folgt, dass (H — z,T — z) ein Feshbach-Schur-Paar zu y fur alle z € D(0,r). Wir kiirzen
F,=F/(H—-2T-2)und Q := Q,(H,T) ab und zeigen fiir jedes ¢ € H, dass

lim Tm (| F7 ) = T TN 6| (N Fy N — ie) " N, (V.26)
Dazu berechnen wir die Differenz zwischen Fj, und Fy — ic,
Fie—Fy+ie = —xWx(Hy —ie) )XW x + xWx(Hg) "X W x
= —iex WX (Hy —ie) ' (Hg) ' X W x
= —iex WXH*XW x + 2 x WX(Hg) ' (Hy —ie) "' (Hy) ' X W x
= —ieM*M + & M* (Hy —ic) ' M (V.27)
= —ieM*M + 2 M*(Hy) " M + ie® M* (Hy —ie) " (Hy) ™' M .
Unter Beachtung, dass N=2 = 1 + M*M, sehen wir, dass (V.27) fquivalent ist zu
Fi. — Fy+ieN? = 2 M*(Hy) ' M + ie* M* (Hy —ie) ' (Hy) ' M, (V.28)

und wenn wir dies von links mit £_' und von rechts mit (F —ic N—2)~! multiplizieren, erhalten
wir daraus

Fo'— (Fy—ieN2) 7" = —&F ' M*(Hy) ™' M (Fy — isN~2) ™" (V.29)
+ ie® FU M* (Hy —ie) ™\ (Hy) ™' M (Fy — isN~2) ™
Nun sind ||F,_!||op < Ce~! und auch H(Fo —ieN"2)7|op = Ce™!, sodass
[F2t = (Fy —ieNT2)7H| < C, (V.30)
Jie® Figt M (Hy — ie) ™' (Hyp) ™' M (Fo —ieN7)7Y| = Ce. (V.31)

Aus Glg. (V.31)) folgt, dass der zweite Term auf der rechten Seite in (V.29) im Limes ¢ — 0
vernachlassigt werden kann, d.h. dass

lim Im<w‘{ — (Fy—ieN~? 1}¢> - (V.32)

- lim {52 Im<z/1’ F2U M (Hy) ™' M (Fy — ieN72) " ¢> } .
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

Dank (V.30) und der Schranke ||(Fy — iesN=2)71| = O(¢™!) kénnen wir F_' auf der rechten
Seite in (V.32) durch (Fy —ieN—2)~! ersetzen; genauer gilt

iy (o] (757 (-7

~ _lim {52 Im<¢‘ (Fo—ieN"%) " M*(Hy) ™' M (Fy —ieN %)™ ¢> }

e\ 0
£

13
~ lim I <MN—N ‘H:lMN—N > .
o NEN e VY s 4 (V:33)

NFyN —ic

SchlieBlich nutzen wir die Tatsache aus, dass (N Fy N iz’e)_l stark gegen Fi Pker(vF,n) konver-
giert, wobei Pxer(nr,n) die Projektion auf den Kern von (N F,N) notiert. Daher ist der Limes
e \( 0 des Matrixelements auf der rechten Seite von (V.33) reell, und wir erhalten (V.26), also

lim Im(y| Fi.'¢) = lim Im(N¢| (NFyN — ig) " N). (V.34)

Zum Beweis von (V.10) kombinieren wir (V.26) [bzw. (V.34)] mit (V.7) und erhalten
: -1 : _ e
lim (v (NFN = i) " g) = lim Im(N" | £z N 0)
o -1 -1 -l — n—1 —1— -1
= g{% Im(x N""o| (H —ie) ' x N"'¢) + Im(x N "' o| T' Y N~ o)

= lim Im(x N~ | (H —ie) P x N71o). (V.35)

Der Beweis von (V.9) ist dhnlich. Wir verwenden abermals (V.26) [bzw. (V.34)] und (V.7) und

erhalten
lim Im( | (H —ie) ') = lim m(Q" ¢| F.' Q") + Im(x | H' Y v) (V.36)
= lim Im(Q* | F, Q") = lim (N Q*¢| (NFy N — i) NQ* ).
O

Die spezielle Wahl von y als Projektion P = P? ergibt in Satz V.2 gerade die wohlbekannte
Feshbach-Projektionsmethode der theoretischen Physik, die in verschiedenen Teilgebieten der
Mathematik unter einem jeweils anderen Namen bekannt ist —etwa als Schur-Komplement,
Grushin-Problem oder Lyapunov-Schmidt- Reduktion— und die auch immer wieder ,,neu endeckt*
wird. Wir formulieren diesen Spezialfall im folgenden Korollar.

Korollar V.3. Seien § ein Hilbert-Raum und (H,D) € £[9] ein auf D C $ dicht de-
finierter, abgeschlossener linearer Operator auf §). Sei weiterhin P = P? € B($)) eine be-
schrinkte Projektionen auf $), die D erhilt, P(D) C D, und so, dass PHP auf Ran(P) be-
schrinkt invertibel ist, wobei P := 1 — P. Dann ezistieren die Feshbach-Schur-Abbildung
(Fp(H), P(D)) € £[Ran(P)],

Fp(H) == PHP — PHP(PHP) 'PHP, (V.37)
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

sowie (Qp(H),D), (Qp(H)*,9) € L[9)] mit
Qp(H) .= P — P(PHP)'PHP und Qp(H)* := P — PHP(PHP)'P, (V.38)

und besitzen die folgende Eigenschaften:

(i) H ist auf $ genau dann beschrdinkt invertibel, wenn Fp(H) beschrdnkt invertibel auf
Ran(P) ist. In diesem Fall gelten

H™' = Qp(H) Fp(H) ' Qp(H)* + P(PHP)'P, (V.39)

Fp(H™ =PH'P. (V.40)

(ii) Ker[H] und Ker[Fp(H)] sind isomorph und P : Ker[H| — Ker[Fp(H)] und Qp(H) :
Ker[Fp(H)] — Ker[H] sind zueinander inverse, beschrinkte Isomorphismen.

Bemerkungen und Beispiele.

e Seien $ = CV mit unitirem Skalarprodukt und A = A* € My« (C) eine selbstadjun-

gierte Matrix mit Eigenwerten Aj,... . Ay € R, A\ < Ay < --- < Ay, und zugehorigen
orthonormalen Eigenvektoren #, Zs, ..., Zy € CV, d.h. (%;|#;) = d; ;. Dann sind
Py = |Z;)(Z; (V.41)

die zugehorigen orthogonalen Projektionen, P; = PF = sz.

e Wegen Ker[A — \; - 1] = C - Z; ist A — ;- 1 nicht invertibel, aber Pi-(A — \;) P;- ist auf
PjJ‘f) = (C- Z;)* invertibel, und wegen der Selbstadjungiertheit von A ist

N
- b
(PHA- NP P = Y (V.42)
1, it i T A
1 N1 51 1 . N . .
H(PJ (A—)\j)PJ) P] Hop = max{m zeZl, Z?’éj} (V43)
e Ein konkretes Beispiel:
100
A= (050, M=1,A=5 =9, (V.44)
009
100 00 0
P=1(000), P-=1(010], (V.45)
00 0 001
00 0 X 000
PHA-1)P- = |0 4 0], (FA-1D)P") P~ = (010 (V.46)
00 8 00 3
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

V.2. Storungstheorie isolierter Eigenwerte mit Hilfe der
Feshbach-Schur-Abbildung

Wir diskutieren zunéchst ein Beispiel. Seien N = 3 und

A - A* - € m3><3<@), (V47)

o O =
o ot O
o O O

wie in (V.44), mit Eigenwerten A\; = 1, Ay = 5 und A3 = 9 sowie zugehorigen orthogonalen
Eigenprojektionen

100 000 000
pp=1000|, R=|010]|, P,={000]|, P-=P+P. (V48
000 000 00 1

Weiterhin seien W = W* € 9Mi3,3(C) eine selbstadjungierte 3 x 3-Stormatrix und g > 0 eine
kleine Zahl. Dann ist auch

Ay = A7 = A4+gW € Mys(C) (V.49)

selbstadjungiert, und wir wissen bereits aus Kapitel IV, dass die zugehorigen Eigenwerte Aq(g),
A2(9), As(g) analytisch in g sind und lim, ,o A;(g) = A; geniigen.

Zur genauen Untersuchung von (z.B.) A(g) definieren wir
P =D (V.50)

und beobachten, dass P+(A — 1 — 2)P* fiir geniigend kleine |z| auf P+C? invertibel ist, und
Zwar

b b 0 0 0
Ri(z) == (P*(A-1-z)PY)"'Pt = 4_22+8_32 = (o &£ o, (vs)
0 0 g4
und also
1 1 1
RE()lop = , < =, V.52
IR Gy = max{ 2 2} < 3 (V.52

falls |z| < 1. Aus der Isospektralitiat der Feshbach-Schur-Abbildung erhalten wir nun fiir alle
z € D(0,1), dass

{1+ z ist ein Eigenwert von A,} & 3§ # 0: Fp(Ayj—1—2)f = 0. (V.53)
Da P$) = C- &, ist, ist (V.53) gleichwertig mit Fp(A, — 1 — 2)& = 0 und sogar

(& | Fp(A, —1—2)&) = 0. (V.54)
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

Wir berechnen Fp(A, — 1 — z). Wegen

(A—1—2)P = P(A—1—2) = —zP (V.55)
und mit
Ri(z) == PH(PH(A—1—z+gW)PY) "' Pt (V.56)
ist
Fp(Adg—1—2) = gPWP — zP — ¢>PWP R, (2)P*WP. (V.57)
Nun ist nach (V.52)
oW P4, < Dy, (V.58)

und fiir |g| < 3/||W||op erhalten wir aus einer Neumann-Reihenentwicklung, dass

Fp(Ay—1—2) = —2P+ gPW[Z(—g)"(R&(z)W)n P. (V.59)

n=0
Setzen wir dies in (V.54) ein, so erhalten wir eine implizite Gleichung fiir z,
2 = g(@Wé) — g*(@|W Ry (2)Weér) + g* (& W Ry ()W Ry (2)We)
— g} e W Ry (2)W Ry (2)W Ry (2)Wer) + ... (V.60)
SchlieBlich schreiben wir noch W, ; := (€;|We;) und erhalten weiter

Wi2Wai 4 WisWs 1
4 — 2 8 — 2

T Wi 2Wa oWy 4 Wi 2Wo 3sWs 4 Wi sWs oW Wi sWs 3Ws 1
g (14— 2) (A—2)8—2) " (8—2){4—2) (8 — 2)2

W1 oaWo o Wa o W- W1 sWs s W s W-
_ 4( 1’2(42’12;:32 2’1—1—...weitere6Terrne...+ 173(83iz:)));”3 3’1)—1—...

z = gWi — 92( (V.61)

Der gesuchte Eigenwert ist nun die Losung z;(g) der obigen Gleichung (V.61) — vorausgesetzt,
wir konnen ihre Existenz und Eindeutigkeit etablieren.

Satz V.4. Seien (9, (-|)) ein separabler komplezer Hilbertraum, A = A*,\W = W* € B($)
zwer beschrdinkte selbstadjungierte Operatoren und A € R ein einfacher, isolierter Eigenwert
von A mit zugehorigem normierten Eigenvektor & € $), d.h. A¥ = \Z,

§ = dist[A, o(4)\ {\}] > 0, (V.62)
und mit P :=|Z)(Z| gilt
vieH: |[(A-NPg| > 6Py . (V.63)

Sei gy 1= ééHWngl. Dann gelten folgende Aussagen:
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V. Die Feshbach-Schur-Abbildung

(i) Fir g € [—go, go] besitzt
Ay = A+ gW (V.64)

mn Is = ()\ — % , A+ g) einen Figenwert N(g) € Is, der einfach ist und eindeutig durch
die implizite Gleichung

Ng) = gl@|Wa) — 92<f W (PL[A, — Mg P) " P E) (V.65)

bestimmt ist, wobei P := |Z)(Z| die orthogonale Projektion auf den zu A\ gehorigen Figen-
raum 1St.

(ii) Der zu \(g) gehorige Eigenvektor (g) € $ \ {0} ist gegeben durch
#(g) = T—g(P[A, — ANg)IP)  PrWT. (V.66)

(iii) Der Figenwert A(g) und der Eigenvektor Z(g) besitzen jeweils eine auf (—|gol, |go|) kon-
vergente Potenzrethenentwicklung

Ag) =D ang", (V.67)
n=0
Eg) =Y ng" (V.68)
n=0
wober
PJ_
ap = A, ap = (WD) und ay = —<f W(A—)\>Wf>’ (V.69)
sowte
PJ_
Yo = &, und Yy = —(A_)\>W:c. (V.70)

In (V.69) und (V.70) und auch im Weiteren verwenden wir fiir kommutierende Operatoren
AB = BA die Notation AB™' = B™'A =: 4.

Beweis. Zur Anwendung des Korollars V.3 beobachten wir, dass gemaf (V.62) fiir alle z €
D(0,6/2) auch (A+ z) ¢ 0(A) \ {\} und wegen der Selbstadjungiertheit von A weiterhin

< <dist[)\+z, a(A)\{A}}) < < % (V.71)

— o]

PL
HA—)\—Z

op

gilt. Fiir g € [—go, go] ist somit

= 20l Wl _

1
lg By (=) W], < 5 < 7 (V.72)
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wobei
PL
J_ p— —_—m
Ry (2) . (V.73)
Somit ist die zugehorige Neumann-Reihe konvergent, und wir erhalten
(1 +gR(2W) " = Y (—g)" (RF(2)W)" . (V.74)
n=0
Daher lésst sich auch die Inverse
—1
Ry(2) == (P[Ay—A—2P") Pt (V.75)
der Restriktion von A, — X\ — z auf P+$§) konstruieren, némlich
RH(2) = [(A=A—2)Pt + gP*WPY'PL = [1+gR:(x)WP*] 'Ri(2)
= > (9" (Ry(:)W)" Ry (2). (V.76)
n=0
Insbesondere erhalten wir die Normabschitzungen
1Ry (2)llop < D lal™ W15 1Ry (2) ][5 (V.77)
n=0
) 12 ()l S R 1
L= gl Wllop [R5 (2)llop — 1—7% 36
und
1Ry (2) = Ry (2)llop < D lgI™ W[5, |1 Bg ()5 (V.78)
n=1

ol Wl VAEG)IE, 16 W
T 1ol Wl 1B )~ 82 0

wobei wir (V.71) und (V.72) verwenden. Somit existiert das Bild Fp(A,; — A — z) der Feshbach-
Schur-Abbildung, angewandt auf A, — A — z, fiir alle z € D(0,6/2), und geméfl Korollar V.3
gilt

{AN+ze0(Ay)} & {04y —r—2)} & {0€o[Fp(4,— X—2)]}, (V.79)
und in diesem Fall ist

dimKer[A;, — XA — z] = dimKer[Fp(4, — X — 2)]. (V.80)
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Da P = |Z)(Z| eine Projektion vom Rang eins ist, ist (V.79) fiir alle z € D(0,0/2) gleichwertig
mit

{\+ z ist ein Eigenwert von A,} < {0 = (| Fp(Ay — X — z)f>}

& {z = hg(z)}, (V.81)
wobei h, : D(0,0/2) — C definiert ist durch
hy(z) = g(@WZ) — g*(Z|WR, (2)WT). (V.82)
Beachte, dass
(D < 1ol Wy + 6 W2, IREG e < ol Wy < oo < o, (V.89)
also ist
he(z) : D(0,%) — D(0,3), (V.84)

wobei D(zg,7r) :={C € C: |( — 2| < r} die abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius 7 > 0 um
2o € C notiert.

Aus der ersten Resolventengleichung erhalten wir nun fiir alle w, z € D(0, %), dass
|hg(w) — hg(z)} =g |<f} W[R;(w) — R;(Z)]Wfﬂ
=g’ lw — 2| {Z| W Ry (w) Ry (2) WT)|
< g lw — 2| W5, |1 Ry (w)llop 1Ry () lop

8‘9‘ ”” HOP ? 1
< — < = — .
< ( 35 lw—z| < 5 lw — z], (V.85)

wobei wir (V.77) verwenden. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt nun die Existenz und

Eindeutigkeit eines Fixpunkts z, € D(0, :f—g) von hy, also einer Losung von z = hy(z).

Mit Blick auf (V.81) folgern wir, dass A, in D(), 32) genau einen Eigenwert A + z, besitzt, der
wegen

dimKer[A; — X — 2] = dimKer[Fp(4; —A—2,)] =1 (V.86)

einfach (d.h. nichtentartet) ist. Die Potenzreihenentwicklung von z, gewinnen wir konkret durch
(0)

Iteration von h,. Dazu setzen wir 23 := 0 und 25" := hy[z{"""), fiir alle n € IN.
Korollar V.3 impliziert auBerdem, dass Ker[A; — A — z,] = C - 7, mit
Ty = T — gR;(zy) WZ. (V.87)

Um dies néher zu untersuchen, schitzen wir zunéchst |z,| ab; es ist

1zg] < Jal + 2y — 21] = [hg(0)] + |hg(2g) — hg(0)] < |Rg(0)] + %|Zg|v (V.88)
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also ist mit (V.83)

9
O] < = !g! W lop- (V.89)

Aus Abschétzung (V.78), der ersten Resolventengleichung, (V.88) und (V.77) erhalten wir dann

|Zg| <

HR;_(ZQ) - Ré_<0)||0p < ||R;_(zg) - R(J)_(Zg)HOP + HRé‘(%) - Ré_(O)HOP (V.90)
16 ||W[,
S — 5z 2 gl + 2] 1RG (29)llop [1Ro(0)[lop
16 ||W[ 81-8%- ||W||0 34 [[W][,
< L9l + “lgl < —5—" gl
) 32- )

Setzen wir diese Abschéitzung in (V.87) ein, so folgt

|7 = [# = g Ry )W || < gl [1B5 (29) = B (Dllop [Wllop < —3

OP\ ? < 4G, gl
(V.91)

]
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VI. Die Zweite Quantisierung

Der Ubergang von der Schrédingerschen Quantenmechanik zur Quantenfeldtheorie geschieht
durch Einfithrung der Zweiten Quantisierung. Zunéichst bedeutet dies, den Fockraum sowie
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren einzufiihren.

VI.1. Fock-Raume: allgemein, bosonisch und fermionisch

Definition VI.1. Sei b ein (separabler komplexer) Hilbert-Raum.

(i) Der Vakuumsektor ist der eindimensionale Hilbert-Raum

§Om) = F ) = §V0) = C-Q, (VL1)

wobei ) ein Einheitsvektor ist, (Q2/€2)z0) ;) = 1, und als Vakuumvektor bezeichnet wird.
(ii) Fiir n € N ist der n-Teilchen-Hilbert-Raum (F(h), (-[-)5e @) durch

() = Qb (V1.2)

und stetige und sesquilineare Fortsetzung von

(1@ Q@ |1 @ @ Yn)zmpy = (P1]¥1)p - {@nlthn)y (VL3)

definiert.
(iii) Der Fock-Raum iiber § ist der Hilbert-Raum (F(h), (-|-)z@)) mit

50) = @50, (@O | @) = S @80 (VI
n=0 n=0

(iv) Der bosonische Fock-Raum iiber b ist der durch

n

) = P30 = S[Em)] € Fh), F0) = SWE"®0)] = \/b,

k=

1(VI.5)

definierte Unterraum §,(h) C F(h) des Fock-Raums iiber h. Dabei ist S := @57, S™ =
§? = §* € B[§(h)] die orthogonale Projektion auf die total symmetrischen Vektoren
in §(h), und S = [S™]2 = [SM]* € B[F™ ()] sind fiir n € Ny die orthogonalen

93



VI. Die Zweite Quantisierung

Projektionen auf die symmetrischen Vektoren, die durch lineare und stetige Fortsetzung
von

1
Vor,...,0on €h: S(")[cpl@...@(pn] = — Pr(1) @+ @ Pr(n) (VL6)
n!

’ TI'ESn

auf ™ (h) definiert sind.

(v) Der fermionische Fock-Raum iiber § ist der durch

Ss(b) = é5§")<b> = A[5()] € §O), F0O) = AV[EG)] = Ab,

Vi)

definierte Unterraum §(h) C F(h) des Fock-Raums iiber . Dabei ist A := @)%, A =
A? = A* € B[F(bh)] die orthogonale Projektion auf die total antisymmetrischen Vektoren
in §(h), und A™ = [A™]? = [A™]* € B[F™(h)] sind fiir n € Ny die orthogonalen Pro-
jektionen auf die antisymmetrischen Vektoren, die durch lineare und stetige Fortsetzung

von
1
Yoo €bs AYpie. @l = =) (DT ® ©@ry  (VLS)
’ WESTL
auf ™ (h) definiert sind.
Bemerkungen und Beispiele.
e Es sind
§00) = 30) = '0) = b, (VL9)

und deshalb bezeichnet man h als 1-Teilchen-Hilbert-Raum.
o Ist {¢vx}i2; C b eine ONB in b, so ist

{oe) ® ... @ @ | K(1),... k(n) e N} € F™(p) (VI.10)
eine ONB in F™(h).
o Mit
1)

’TI'GSn

ist
{ovy Ak A Aory | 1< (L) <k(2) <...<k(n)} € F(H) (VL.12)

eine ONB in Sgcn)(b)
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e Ist n = (ni,n2,n3,...) € NJ eine Folge nichtnegativer ganzer Zahlen mit > oo, ny = n,
so sind nur hochstens m < n dieser Zahlen ny1y, ni(), - - . , Tkm) € IN ungleich null, wobei
0.B.dA. 1 <Ek(1) <k(2) <...<k(m) gilt. Dann ist

QG]N%\I, Ny + .o+ Ngm) = n} - Sl()n)(f))

®ng (1) N (m)
s P o g Frm
{ («/nk(l)! \/nk(m)!

(VL.13)
cine ONB in 3\ (p).
Definition VI.2. Seien § ein Hilbert-Raum und
Dy = {cb = (¢™)22, € (b 2|pM? < oo} (VI.14)
Dann ist der Teilchenzahloperator (N, Dy) € S[S(b)] definiert durch
VO = (¢™)2, €Dy: N = (nep™)>,. (VL.15)

Bemerkungen und Beispiele.

e Der Teilchenzahloperator N agiert also auf dem dichten Definitionsbereich Dy C F(b)
als reeller Multiplikationsoperator. Da Dy der natiirliche Definitionsbereich fiir N ist,
folgt daraus die Selbstadjungiertheit von (N, Dy).

e Es sind o(N) = Ny, 0qisc(N) = {0} und e (N) = IN.

e Bezeichnen wir mit P™ := Ly (N) fiir n € Ny die Projektionen auf die invarianten
Unterriume zu den Eigenwerten des Teilchenzahloperators, so sind ™ (h) = P™[F(h)],

§(h) = PW[F,(h)] und §(h) = PW[F,(h)).

VI.2. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Definition VI.3. Seien b ein Hilbert-Raum und ¢ € b.
(i) Wir definieren Af(¢) € B[F?(h): §V(h)] durch
Al@)[Q) = ¢. (VL.16)
(ii) Fiir n € N definieren wir Af () € B[F™ (h); §™+Y(h)] durch

Vo e g™ Al = Vntleee™ (VL17)

(iii) Wir definieren den Erzeugungsoperator (zu ¢) (A'(¢), D 5) € £[§(h)] durch

AT (60, 69, 6,..)] = (0, AP], A", AP, ),

(VI.18)

wobei D i = {® = (¢)22; € F(h)| Do yn o™ < co}. In diesem Zusammenhang
bezeichnet man ¢ € h auch als Orbital.

95



VI. Die Zweite Quantisierung

(iv) Wir definieren Ay(y) € B[V (h); ()] durch
Voebh: Apy] = {elv) Q. (VL.19)
(v) Fiir n € N definieren wir A, () € B[ (h); F™(h)] durch
An(@) [t @ ... @ 1] = Vn+L{plh1) 2 ® ... @ hnpy (V1.20)

und stetige und lineare Fortsetzung.

(vi) Wir definieren den Vernichtungsoperator (zu ¢) (A(¢), D 5) € £[§(h)] durch

A (69, 6, 6,..)] = (Ao(@)6), Au@)6P), Ax(@)P], ..) . (VI21)

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir ¢ € § sind A'(p) und A(yp) dicht definiert, abgeschlossen und relativ beschrinkt zu
VN

e Fiir p € $ sind AT(¢) und A(p) zueinander adjungiert:
(Alp)” = Al(p),  (Al(p)" = Alp). (VL1.22)

e Die Abbildung h > ¢ — Af(p) € L[F(h)] ist linear, die Abbildung h > ¢ — A(p) €
L£[F(h)] hingegen antilinear (nicht zu verwechseln mit der Linearitdt von A(y) als Opera-
tor).

e Es ist bequem, zum Fock-Raum §(h) Unterrdume endlicher Vektoren einzufiihren. Ist
0 C b ein dichter Teilraum, so definieren wir durch

‘S’é?l)(a) = span{cpl Q- QPn | P1,...,0n € 0} : (VI.23)
Fa0) = span{(¢<0>, oM, . 6™ 0,0..) ’ (VI.24)
N=1

60 € 5O®m), 6V e VW), ..., 6™ € S(N)(h)} ’

den Unterraum §gn(0) endlicher Vektoren iiber .

e Offensichtlich ist Fs,(0) C F(h) ein dichter Teilraum, der nicht abgeschlossen ist und fiir
den §xn(0) € Dy C D /5 gilt.

Definition VI.4. Seien §h ein Hilbert-Raum und ¢ € b.

(i) Wir definieren den bosonischen Erzeugungsoperator (a*(¢),D x) € £[3,(h)] und
den bosonischen Vernichtungsoperator (a(y), D ) € £[Fs(h)] durch

a'(p) == SoAl(p)oS, a(p) = SoA(p)oS. (VI.25)

(ii) Wir definieren den fermionischen Erzeugungsoperator (c*(¢), D x) € £[Fs(h)] und
den fermionischen Vernichtungsoperator (c(¢), D ) € £[Fy(h)] durch

(@) == Ao Al(p)o A, c(p) = AoA(p)oA. (VI.26)

26



VI. Die Zweite Quantisierung

Bemerkungen und Beispiele.

e Fiir o € § sind al(y), a(p), c'(¢) und c(p) dicht definiert, abgeschlossen, relativ be-
schrinkt zu v und zueinander adjungiert,

(al))” = a'(p),  (c(v))" = c(p). (VI.27)
wir benutzen deshalb von nun an nur noch ¢* und ¢* statt o' und ¢f.
e Sind d := dim[h] € N oder d = co und {1, ..., @4} C b eine ONB, so ist

Pk N Aok = S (Pr) - (sok(m)Q (VI.28)
fir jedesn € N und 1 < k(1) < k(2) < ... < k(n) <d,
{e"(er) -+ ¢ (prm)Q2 [ n € Wo, 1< k(1) <. )<d} C Fy(h)  (VI29)

ist eine ONB in Sf(h)

e Ist der 1-Teilchen-Hilbert-Raum b endlich-dimensional, dim[h] = d < oo, so ist auch der
fermionische Fock-Raum iiber b endlich-dimensional, ndmlich dim[§;(h)] = 27.

e Seien d := dim[h] € IN oder d = oo und {¢1,...,pq4} C b eine ONB. Seien weiterhin

n = (n17n27 R ,Tld) € INg mlt EZ:l Tk < 0. Dann Sind
S(EP™ @@ ™) = a'(p)" ' (ea)™ 0 (V1.30)
und
* ni ., ., . % 4 ()
Cle)" @l L e NG g < 00) C Elb) (VLS
vnylng! -+ ng!

eine ONB in §,(h).

e Der bosonische Fock-Raum {iber § ist stets unendlich-dimensional. Sind beispielsweise
d=1und b = C-pmit ||| =1, soist {(n!)"2a*(p)"Q2}, C Fs(h) eine ONB in Fy(h).

VI1.3. Kanonische Vertauschungsrelationen: CCR und CAR

Wir kommen nun zu den wichtigen kanonischen Vertauschungsrelationen (CCR) und den ka-
nonischen Anti-Vertauschungsrelationen (CAR), mit deren Hilfe sich viele Rechnungen und
Abschétzungen auf dem bosonischen Fockraum §, () bzw. dem fermionischen Fockraum §;(h)
substanziell vereinfachen lassen.

Satz VI.5 (CCR). Die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfillen die
kanonischen Vertauschungsrelationen (CCR), d.h. fiir alle ¢,v) € b gelten

[ (), a* ()] = lale), a(¥)] = 0, [alp),a"(¥)] = {el) -1, (VL.32)

auf Dy N Fp(h), wobei [a,b] := ab — ba. Auflerdem sind die bosonischen Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren eine Fock-Darstellung der CCR, da sie

a(p) = 0, (VI.33)
fiir alle ¢ € b erfiillen.
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Satz V1.6 (CAR). Die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen die
kanonischen Anti-Vertauschungsrelationen (CAR), d.h. fir alle o, € b gelten

{c"(p), W)} ={clw), c(¥)} = 0, {elp), (W)} = {eld) -1, (VI.34)

auf Dy N §¢(h), wobei {a,b} := ab + ba. Auflerdem sind die fermionischen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren eine Fock-Darstellung der CAR, da sie

c(p)2 = 0, (VL.35)
fiir alle ¢ € b erfiillen.

Bemerkungen und Beispiele.

o Ist U € B[Fu(h)] ein unitirer Operator, U~! = U*, so erfiillen mit b*(p) := Ua*(p)U*
auch h 3 p — b*(p), b(¢p) die kanonischen Vertauschungsrelationen. Allerdings ist dies im
Allgemeinen keine Fock-Darstellung, da b(p)[U] = 0 fiir alle ¢ € h und nicht b(¢)2 =0
gilt.

o Ist f € b, so erfiillen mit d*(¢) := a* () +(f|p) auch h 3 ¢ — d*(¢), d(¢) die kanonischen
Vertauschungsrelationen. Auch dies ist fiir f # 0 keine Fock-Darstellung, da d(¢)2 =

(el /)0 # 0 fiir alle ¢ € b\ (C - ).

e Die bosonischen Erzeugungsoperatoren a*(¢) und Vernichtungsoperatoren a(y) sind auf
Sb(h) unbeschrankt, aber die fermionischen Erzeugungsoperatoren ¢*(¢) und Vernich-
tungsoperatoren c¢(p) sind auf §(h) beschrankt, und zwar ist

[ (@llop = lle(@)llop = el (VI.36)

wie man leicht aus den CAR gewinnt.

e Eine besondere Rolle in der Quantenfeldtheorie spielen die Bogolubov-Tranformationen.
Bosonische Bogolubov-Tranformationen sind unitére Transformationen U € B[F,(h)], die
affin linear in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind, d.h. fiir die es beschréankte
Operatoren u € B(h) und v € L2(h) und ein f € b so gibt, dass

Ua*(p)U* = a™(up) + a(jlve]) + (fle) (VL37)

fiir alle p € b gilt, wobei j : h — b eine antilineare Involution ist, j2 = 1.

e Fermionische Bogolubov-Tranformationen sind unitére Transformationen U € B[F ()],
die affin in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren sind, d.h. fiir die es beschrinkte
Operatoren u € B(h) und v € L2(h) so gibt, dass

Uc(p)U" = c(up) + c(jlve]) (VI.38)

fiir alle p € b gilt, wobei j : h — b abermals eine antilineare Involution ist, j2 = 1.

VI.4. Die Zweite Quantisierung von 1-Teilchen-Operatoren

Definition VI.7. Seien h ein Hilbert-Raum und (w,0) € £[h] ein dicht definierter, abgeschlos-
sener linearer Operator auf bh.
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(i) Wir definieren dI'"”(w)Q = 0 und (dI'®(w), Sg;) [0]), (T™(w), Sg;) 0]) € £[3®(p)] fiir
k € IN durch lineare Fortsetzung von

k
ArP W)@ @] =Y er1® @1 @ wp] ® i ® @,  (VL39)
j=1
IO W) 1@ @ @] = [wpr] @ @ [My]. (VI.40)

(ii) Wir definieren die Zweite Quantisierung

(dT(w) , Fanl0]), (T(w), Fan[0]) € L£[F(h)] von (w,d) durch

dl(w) = édl“(”)(w), (VL41)
Nw) := éf‘(”)(w). (V1.42)

Bemerkungen und Beispiele.

e Die Zweite Quantisierungen dI' und I' erhalten die Teilchenzahl und lassen den bosoni-
schen und den fermionischen Fock-Raum -als Unterraum des Fock-Raums- jeweils invari-
ant, d.h. fiir jeden Operator (w,?) gilt auf F,(0)

dl(wW)N = Ndl'(w), TN = NT(w), (VI.43)
d'(w)S = SdI'(w), MNw)S = ST (w), (VI.44)
dNw) A = Adl'(w), T(w)A = AT'(w). (V1.45)

e Sind a, b € B[h] beschrinkte Operatoren, so gelten
[dl(a), dT(b)] = dI([a,b]), (VI1.46)
['(a)T(b) =T(ab), (V1.47)

auf Dy, d.h. die Zweite Quantisierung dI' erhélt Kommutatoren und die Zweite Quanti-
sierung I' erhélt Produkte.

e Inwieweit sich (V1.48) oder (VI.49) auf unbeschrinkte Operatoren a und b iibertragen
lassen, ist stark kontextabhingig und schwer allgemein zu formulieren.

e Wir haben in Kapitel III bereits Schrodinger-Operatoren h = —A + V(x) auf Dy, C b :=
L?(RY) auf Selbstadjungiertheit untersucht und festgestellt, dass diese unter geeigneten
Annahmen an V : RY — R ein Standardspektrum der Form o(h) = 0gisc(h)Uoess(h)
mit isolierten, nach unten beschrinkten, negativen Eigenwerten {eg,e,es,...} € R~
jeweils endlicher Multiplizitit und essentiellem Spektrum o.(h) = Ry auf der nichtne-
gativen Halbachse besitzen. Diese Schrodinger-Operatoren sind die Erzeuger der durch
die Schrodinger-Gleichung

VteR: 0 = hy,  Uli=o = o (VI1.48)
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gegebenen Dynamik
VteR: 1y = exp[—ith]y (VI.49)

eines (n = 1) nichtrelativistischen quantenmechanischen Teilchens in R?, das sich im
Potenzialfeld V in R¢ bewegt.

Betrachten wir nun ein System n > 2 gleiche solcher Teilchen, so werden ihre quantenme-
chanischen Zustéinde durch normierte Vektoren im Tensorproduktraum §™ (h) = h&" =
L*(R) dargestellt. Stehen die Teilchen nicht in Wechselwirkung miteinander, so sind

ihre Bewegungen unabhéngig voneinander. Bezeichnet 1[)(()") c 3™ (h) einen normierten
Anfangsvektor, so wird die Dynamik nun durch den Schrodinger-Gleichung

VieR: 0 (x1,. . x0) = KM 2y, 2n), oo =0 (VL50)

auf §™(h) bestimmt. Dabei ist der Schrédinger-Operator (h™ (w), {({I? [D1]) € £3™(h)]
durch

h =y 180 @ h @ 190 (VL51)

j=1
definiert, d.h. konkret durch

n

(W@, aa) = > [(= Agy + V@)™ (@1, 20) - (VL52)

J=1

Die n-Teilchen-Schrédinger-Gleichung (VI.50) wird durch
VieR: o = exp[—ith™] " = <®exp[—ith]) e (VL53)
j=1

gelost.

Ein wesentlicher konzeptioneller Unterschied der Quantenmechanik zur klassischen Me-
chanik ist die Tatsache, dass quantenmechanische Zustdnde auch Superpositionen von
Vektoren zulassen — insbesondere auch solche zu verschiedenen Teilchenzahlen. Im Allge-
meinen wird deshalb ein System (unbestimmt) vieler gleicher Teilchen durch normierte
Vektoren ¥, = (w§") )2, € §(h) beschrieben, die der Schrédinger-Gleichung

oo

VieR: 8V, = dU(h)Y, = (A™yM) (V1.54)

n=0

und der Vorgabe eines Anfangswerts beschrieben, wobei (dF(h), &ﬁn[Dh]) die Zweite
Quantisierung von h ist. Die Losung der Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung erhélt man
durch den anderen Teil (T'(e™"), Fgn[Dp]) der Zweiten Quantisierung, namlich

VieR: WU, = exp|—itdl'(h)] ¥y = T'(e™") V. (VL55)
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e Die Notation dI'(h) und I'(e~#") geht auf Nelson zuriick. Glg. (VI1.55) spiegelt sehr schén
die urspriingliche Intention fiir die Namensgebung wider: ¢ + I'(e~%") ist eine stark stetige
unitédre Gruppe auf §(h) und dI'(h) ihr (infinitesimaler) Erzeuger, was auch durch das
,d“ in ,dI' angedeutet wird.

Diese Beobachtung des Zusammenhangs zwischen dI" und I' fiihrt auch auf den Beweis des
folgenden Lemmas

Satz VI.8. Seien b ein Hilbert-Raum und (w,d) € £[h] ein wesentlich selbstadjungierter Ope-
rator auf b. Dann ist auch seine Zweite Quantisierung (dT'(w), Fn[d]) € L[F(h)] wesentlich
selbstadjungiert.

Beweis. Wir verwenden den Satz [.8 von Stone, demgeméaf die wesentliche Selbstadjungiertheit
eines dicht definierten, abschlieBbaren Operators (A, D) € £[9)] gleichwertig mit der Aussage

ist, dass sein Abschluss (A4, D) D (A, D) eine Cy-Gruppe {e‘itz}tg{ unitarer Operatoren auf £
erzeugt.

Da o C b dicht ist, ist auch Fs,[0] C F(h) dicht, s. (VI.23)(VI.24). Folglich sind (w,0) € £[b]
und (dl'(w), Fan[0]) € £[F(h)] beide dicht definiert.

Da (w,d) wesentlich selbstadjungiert ist, ist (w, ) symmetrisch. Die impliziert sofort die Sym-
metrie von (dI'(w), §n[0]) und daraus folgt nach Lemma 1.5 (v) auch dessen AbschlieBbarkeit.

Sei nun {v; := e @}, g C B[ph] die vom Abschluss (w,0) 2 (w,0) von (w,d) erzeugte Co-
Gruppe unitiarer Operatoren auf . Wir definieren durch U; := T'(v;) eine Familie {U,};cr C
B[F(h)] beschrinkter Operatoren auf F(h). Man priift leicht nach, dass I'(a)* = I'(a*) fiir jeden
beschrénkten Operator a € B[h] gilt. Also gilt auch U} = I'(v)* = I'(v)), was zusammen mit
(VI1.49) auf

Ur Uy = TO)T(w) = Tiw) = D(1y) = Ly (VL56)

U

fiihrt. Analog erhélt man U,U; = 15 und damit dann die Unitaritét von U,.

Sei ¥ € §(h). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein Vg, € Fan[0] s0, dass ||V — Wgy||z0) < €. Nach
Definition von Fg,[0] gibt es ein L € IN und 11, ..., € 0 sowie Koeffizienten ¢™ : (ZF)" —
D¢(0, L) fiir n € Z§ so, dass

L L
U = > > k), k()] i) © - © Yk - (VL57)

i {U %} =) > kD), k()] lim {(0hna) @ - @ (vithen) }

L L
= Z Z k1), ... k()] Yray @ - @ Ygin) = V- (VI.58)
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Wir erhalten daraus und aus der Unitaritdt von U; sowie der Dreiecksungleichung, dass

limsup |[U; W — V|| < 2[|¥ — Uygy)|| + limsup [|UiVan — Yan|| < 2¢, (VI.59)
t—0 t—0

und im Limes € — 0 auch lim;_,o U; ¥ = V¥ also die starke Stetigkeit von ¢ — U; bei ¢ = 0 und
vermoge der Gruppeneigenschaft damit auch fiir alle ¢ € R.

Es folgt, dass {Ui}ier C B[F(h)] eine Co-Gruppe unitérer Operatoren auf F(h) ist, dessen

Erzeuger (H,Dy) € L£[F(h)] nach Satz 1.7 von Stone selbstadjungiert ist. Ist Vg, € Fan[0] wie
in (VL.57), so erhalten wir dhnlich wie in (VI.58) zunéchst

Ut\IJﬁn - \Ijﬁn = (VIGO)

und weiter

t—0

lim {% [(vethk) @ -+ @ (Vhkn)) — Vi) @ -+ @ V() }

- . ,UQ/) n —%D n
= Z}g%{(vﬂ/fk(l)) ® - @ (thr(—1)) ® ( —H )t “ )> ® Vi(j+1) @ “'®¢k<n)}
j=1

= Z V() @+ @ Yi(j—1) @ (= iw i(n)) @ Vi) @ -+ @ Vi (VI.61)
7j=1

wobei wir die starke Stetigkeit von v;, den Satz von Stone, angewandt auf v;, und die Selbstad-
jungiertheit von @ auf 9 und die Ubereinstimmung von @ und w auf ? 3 1), verwenden. Setzen
wir (VL.61) in (VI.60) ein, so erhalten wir

UV, — U ‘
hm{%} = —idl(w) Vg, . (V1.62)

t—0

Aus (VI.62) folgt, dass ¥g, € Dy und HVg, = dI'(w) Vg, gilt. Da Wy, € Fan(0) beliebig gewihlt
werden kann, folgt, dass (H,Dy) eine selbstadjungierte Fortsetzung von (dF(w),Sﬁn(D)) und
letzterer Operator damit wesentlich selbstadjungiert ist. O]

Die Operatoren dI'(h) und I'(e~*") lassen zwar jeweils die n-Teilchen-Hilbert-Riume ™ (h)
invariant, trotzdem ist es bequem und auch aus analytischen Griinden vorteilhaft (aber eben
nicht zwingend notwendig), die Erzeuger dI'(h) durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
auszudriicken.

Satz VI1.9. Seien b ein Hilbert-Raum, (w,0) € £[h] ein wesentlich selbstadjungierter Operator
auf b und b = {p}32, €0 eine ONB in b.
(i) Dann geniigt die Zweite Quantisierung (dl'(w), S(Fan[d])) € L[Fw(h)] der Gleichung

o0

dD(w) = Y {on|wee) a*(vr) aler) .- (VL63)

k,0=1
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(it) Dann geniigt die Zweite Quantisierung (d'(w), A(Fu[0])) € L[F(h)] der Gleichung

o0

dD(w) = Y (or|wpe) c*(on) clipr) - (VI.64)

k=1

Beweis. Wir zeigen nur (VI1.64), und dafiir reicht es, diese Identitét fiir jedes n € IN auf Vek-
toren der Form @py A -+ A @rm) fir oray, ..., @rm) € b zu zeigen. O.B.d.A. kdénnen wir
der Einfachheit halber k(1) = 1,...,k(n) = n annehmen. Auflerdem verwenden wir, dass

©1 N AN pnc (1) -+ - (en)S2 gilt.
Zunécht beobachten wir, dass geméfi der CAR und mit ¢(py)Q2 =0

(o) clr) ¢ (01) ¢ (w2) € (p3) -+ - " (n) (VL65)
= () c(pe) (1) € (2) € (3) - - (0n) Q2 — (1) ¢ (p2) ¢ (3) - " (n) ¢ () c(4pe) 2

n

= D (en) " (pi) [ (@r) elwe) € (@5)] € (@j41) - " (0n) 2

[
Il

3

(pels) (1) -+ " (pj1) € () € (Pj41) - - ()2

<.
Il

Also ist

o0

> lorlweor) (i) cer) (1) -+ ¢ (0n)Q2 (VI1.66)
k=1

=) (er) - (pjm1) ( > en) {on | wepe) <S01z|90j>> (1) - ()N

j=1 k=1

Andererseits folgt aus der Linearitiat der Abbildung ¢ +— ¢*(¢), dass

i (o) (k| wen) (erlps) = C*( fjm | w @) {pelps) ¢ ) <g vrlwes) e )

k=1 k=1

= " (wyj), (VI.67)
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d.h.

o0

D lorlwpe) ¢ (on) cr) (1) - - ¢ (pn)Q2

k,0=1

7j=1

— A™ (df(”) W e - @n}) (VI.68)
— dF(")(w) [A(n) (901 R ® (pn)] — drm (w) [@1 A A QOn} ’

wobei wir im vorletzten Schritt verwenden, dass dI'™ (w) gemif (V1.43)-(V1.45) die Teilchen-
zahl erhélt und mit der Projektion A™ vertauscht. H

Besitzt der Operator w aus Satz VI.9 eine ONB b = {p,}32; € 0 aus Eigenvektoren, so
nimmt die Zweite Quantisierung (VI.63) bzw. (VI1.64) eine besonders einfache Gestalt an. Dies
formulieren wir im folgenden Korollar.

Korollar VI.10. Seien § ein Hilbert-Raum, (w,0) € £[h] ein selbstadjungierter Operator auf
h. Existiert eine ONB b = {¢x}32, C 0 in b aus Figenvektoren von w, sodass wor = gk, S0
gelten

dl(w) = ) \ea*(pr) alpr) , (VI.69)
fiir (AT (w), S(Fau[0])) € LIFs(h)] und
dl(w) = D e (pr) clen) (VL.70)

fiir (A (w) , A(F6a[0])) € £[F(h)).

VI1.5. Punktweise Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Fiir viele physikalische Systeme ist der 1-Teilchen-Hilbert-Raum der Raum b = L?*(R%) kom-
plexer quadratintegrabler Funktionen iiber dem Konfigurationsraum R? und die wichtigs-
ten Operatoren sind Multiplikationsoperatoren wie Potenziale V, die fiir ¢» € L?*(R?) durch
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(V](z) := V(z)y(x) definiert sind, und Differenzialoperatoren wie —A, die als Multiplika-
tionsoperator in der Fourierdarstellung wirken, F[—A](p) = p?F[¢](p). Diese fiir die An-
wendung zentralen Operatoren besitzen keine ONB aus Eigenvektoren, sondern nur soge-
nannte uneigentliche Eigenvektoren, wie 1 (z) = (27)~%2e~** die zwar die Eigenwertglei-
chung [—Avy)(z) = k*ix(x) punktweise erfiillen, aber nicht quadratintegrabel und somit keine
Hilbert-Raum-Elemente sind.

Ignoriert man diesen Punkt, so wird man von (VI.69) auf
dl(—-A) = / k2 ) ay dk (VL.71)
R4

fiir die bosonische Zweite Quantisierung von ( — A, Cg°(R?)) € £[L*(RY)] gefiihrt. [Eine ent-
sprechende Gleichung gilt auch im fermionischen Fall.] Die Wirkung von ay, fiir festes k € R?
auf n + 1-Teilchen-Vektoren muss dann durch

n+1

~ n 1 ik- n ddy
[ak'(/}( +1)}<$1,...7xn) = n+12/ €ky’l/}( )(;Ch...’.’,Ij‘j,hy,.flj‘j,...,l'n) (27T)d/2
j=1

(VL72)

festgelegt werden. Man sieht sofort, dass die rechte Seite fiir geniigend regulére Funktionen defi-
niert ist; so ist offensichtlich ay, : S[Fan(Sa(RY))] — S[Fan(Sa(R?))] auf endlichen Vektoren, de-
ren Komponenten Schwartzsche Testfunktionen Sy(R?) sind, dicht definiert und bildet diese in
sich ab. Das zentrale Problem mit dieser Definition von ay, ist jedoch, dass (ax, S[an(Sa(R%))]) €
£[§5(L*(R%))] nicht abschlieBbar ist, s. Ubungsaufgabe 01.2. Dies hat nach Lemma I.5 zur Folge,
dass der adjungierte Operator (aj, dom[a;]) nicht dicht definiert ist. Hier gilt gem#8 (VI.72)

1 n+1 —ik-z;

~x (N € n
[ak ( )} (]}1, . an+1> = 1 Z (27T>d/2 ’Lp( )(xl, ey L1, Lj41y - - - ,$n+1), (VI73)
v j=1

und weil die rechte Seite nie quadratintegrabel ist sogar konkret domla;] = {0} — egal, wie
reguliir man ¢ wihlt! Dass die Definition von @, nur unter starken Regularititsannahmen und
die Definition von aj sogar unméglich ist, ist besonders &rgerlich, da diese in der theoretischen
Physik iiberall verwendet werden. Es gibt zahlreiche alternative Konstruktionen, die jedoch alle
kompliziert und umsténdlich sind.

Wir wéhlen hier die Interpretation von a, und a; als operatorwertige Distribution, d.h.
wir definieren die Familien {a,},cgs und {a},cre durch

Vo eSiRY: alp) =: /]Rdmax dlx | a*(p) =: /]Rd o(r)al dz, (VL.74)

also als formale operatorwertige Distributionskerne. Mit ihnen werden die CCR auf dem Fock-
Raum zu

Vo,y € RY:  ag,a)) = [af,a] = 0, [as,a]] = 6(x—y), a.Q2=0, (VI.75)

)y Yy
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wobei diese Gleichungen formal und so zu verstehen sind, dass sie erst durch Integration iiber
quadratintegrable oder noch regulédre Funktionen zu sinnvollen mathematischen Aussagen wer-
den. Ist man sich dieser Einschrinkung bewusst und iiberinterpretiert sie nicht, so sind die
Identitaten (VI.75) fiir praktische Berechnungen iiberaus niitzlich.

Fiir eine Schwartzsche Testfunktion ist p(z) = (2m)~%2 [ ¢** $(k) d?k, und wir erhalten aus

dk dx
~ A% 7d L * _ d zk;:r a*
/Rdgo(k)akdk: = a'(p) = /Rdgo aydx //]Rd s @m)i (VI.76)

(nur formal, da Fubini hier nicht anwendbar ist) dass

i = [ era T Fa VL77
ap = € Ay (271_)(1/2 - [a()]<_ )7 ( : )

wobei F die (formale) Fourier-Transformation notiert. Weiterhin durch formales Adjungieren

i = [etra, T Pk VL78
Sl R e e lag))(=F) (VL.78)

in Ubereinstimmung mit

/ (k) ay d°k = a(p) = / o(z) ag dix
R4 Rd

Die bosonischen und fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ermoglichen es,
die Struktur des bosonischen Fock-Raums §,(h) und des fermionischen Fock-Raums §;(h) mit
ihren unterliegenden n-Teilchen-Hilbert-Raumen g™ (h) bzw. Sgcn)(h) vollig zu vergessen und
alle Rechnungen nur auf der totalen Menge

b, AR
Ri” " (2m)dr

(VL.79)

Ss(b)  bzw. (VI.80)
+(h) (VI.81)

b = {a*(p1) - a*(pn)Q ‘ n€No, @1, pn € b}

-
Qf = {C*(Wl)"'C*(@n)Q‘ n &€ No, o1,...,0n € b} c3J

durchzufithren und anschliefend mit linearer und dann stetiger Fortsetzung zu argumentieren.

Im Fall, dass h = L%*(R?) ist man in der theoretischen Physik wenig zimperlich, iibertrigt
(VI.80) [und analog auch (VI.81), wir beschrinken uns jetzt im Weiteren aber auf den bosoni-
schen Fall] auf die punktweisen Erzeugungsoperatoren af und a; und berechnet die Wirkung
von Operatoren nur auf Vektoren der Form

) = {a:’;(l) RRRONNY | n e Ny, z(1),...,z(n) € R’} und
V= agg) o Q| n € Ny, k(1), ..., k(n) € R} (VI.82)
Dabei wird aufler acht gelassen, dass Aty U Q und a Ay dz(n)Q gar keine Elemente des

Fock-Raums §;(L?(R?)) sind.

Es gibt jedoch eine mathematisch sinnvolle Interpretation von (VI.82), die wir jetzt skizzieren.
Dazu rufen wir nochmals die Konstruktion des Fock-Raums §;(h) speziell im Fall h = L*(R?)
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in Erinnerung: Fiir n = 0 ist S,()O)(LQ(IRd)) =C-Q, und fiir n > 1 ist
F(L(RY) = {ww e L2[(RY)"] o kn € RY: (VL.83)

w(n)U{ﬂ(l)a ceey kﬂ(n)) = w(n)(kl, . 7kn)}

mit Skalarprodukt

(6 gy = [ PO 6 (K AR, (VLs1)
wobei wir die neue Notation
KW = (kp,... k) € (RY)™ und /f(k:(")) dk™ = / fky, ... k) dky - d,
o (VL85)
verwenden. Der bosonische Fock-Raum §,(L?(RR¢)) ist der Hilbert-Raum der Folgen
S RY) = {wi= ()7 [ VneWo: v e §Y, (U5 pamay < o0}, (VIS6)
wobei das Skalarprodukt auf §;(L?(R?)) fiir ® := (go("))zozo und U := (w(”))zozo durch

o0

<q)|\11>3b(L2(]Rd)) = > <¢(n)|¢(n)>§£")(L2(Rd)) (VI87)
definiert ist. Seien nun
> = (00, M ™M 0,0,...), T = (00 O ™) 0,0,...) (V1.88)
zwei endliche Vektoren in S[§ [ 2(L?(R%))] und weiterhin
k( m)
Z / ) dk™ / P () 2 ) dk™ | (VL.89)
vm!
wobei
a* (k™) = aj a;, ,---a;, und a(k™) = ag aj,--ap (V1.90)

Fiir m > n berechnen wir mit Hilfe der CCR, dass

n
/\"" TR /\"" ¥ .« . ¥ P— I — A"’ .« o o A"‘ a* . e a* .« o . ax
ap, ---ag, a, a1 = g 3 (K, ku(l)) ag, "Gy, Qg A ay, <

r(1)=1
= Z Z Sy — ku(2) 8k — kur)) (VL91)
v(2)=1v(1
%"'%n-fz N AR 7 R URY
= Z Z ( II %owg )(H5 m—j+1 um)) ag, - ap, 9

1<i<j<n

=) (H5 m—j+1 — ))) ag, - g, 2,

veSy =
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wobei 5L = 1—0;; und wir im letzten Schritt verwenden, dass die paarweise verschiedenen
n-Tupel y(l) ,v(n) € Z¢ gerade die Permutationen v : Z¢ — Z7 sind. Fir m > n folgt
daraus

(@ (K"™HQa* (k™)) = (Qla(k"™)a*(k™)Q) = 0, (V1.92)

was sich analog auch fiir m < n ergibt. Also ist

@ ()0 = G Y (Ha =) = o 3 (TT005 )

vES) = TeSy

Dies setzen wir in <A¢Q|A\I,Q> ein und erhalten

g a a
' ! m,n=0 v \/_
MAN
' 7r€8
MAN
= Z 5% / P Er, - ) 0 (e, K AR (V1.94)
. TESH

wobei wir im letzten Schritt die Symmetrie von ¢ unter Permutationen der Argumente be-
nutzen. Also ist

(ApQAgQ) = Y /go(”)(k’l,...,kn) Y (ky, .. k) dE™ = (D|W), (VL.95)

n=0

d.h. wir konnen ® mit A und ¥ mit Ay ) identifizieren, etwa
¢
U = AgQ = Z M)Q dk™ (V1.96)

Im Sinne solcher Integrale, wie (VI1.96), konnen wir {a*(k)Q|n € Ny, k™ € [RY]"} als totale
Menge im bosonischen Fock-Raum §,(L?(R%)) betrachten und Operatoren allein durch ihre
Wirkung auf a*(k™)Q zu studieren.

Wir ﬁberprufen nun (VI 71) in etwas allgemeinerer Form, d.h. fiir Fouriermultplikatoren w. Ist

U= (O, M . 9™ 0,0,...) € S[Fan(Sa)], so ist
dL(w)¥ = (OO0, »D, ... o™ 0, 0,...), (VL.97)
mit
P E™Y = k™) @ &™) w(E™) = Y w(k,). (VI.98)

68



VI. Die Zweite Quantisierung

Andererseits sind mit
dl'(w) = /w(kz) ax ay, d'k
und den CCR auch

dl(w) a*(K™)Q = /w(k) ajapaj, ---ap Qd'%

=) / w(k)o(k —k,)ay, - a;, dpay, - ah,Qdk
v=1

=) /w(k;,,) o(k —k,)aj, ---a, @, a;,_ - -ap, Qdk
v=1

- (g/ Wm) ai, - ap, @ = wE™) " (k)9

(VL.99)

(V1.100)

was nach Multiplikation mit (n!)~'/2¢™ (k™)  Integration iiber £ und anschliefender Sum-

mation auf (VI.97) und (VI.98) fiihrt.
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VIl. Physikalisches Modell und effektive
Theorie

Wir kommen nun zur Definition und Anwendung von Renormierungstransformationen. In der
Physik werden diese haufig als Renormierungsgruppe bezeichnet, weshalb auch wir kurz von RG-
Transformationen sprechen werden. Ihre konkrete Formulierung ist kontextabhingig, deshalb
fithren wir zuerst das Spin-Boson-Modell aus der Physik ein, fiir das wir RG-Transformationen
definieren.

VIl.1. Das Spin-Boson-Modell, nichtwechselwirkender Fall
und Standarddarstellung

Das einfachste nichttriviale Modell eines Teilchensystems, das in Wechselwirkung mit einem
(bosonischen) Quantenfeld steht, ist das Spin-Boson-Modell. Es beschreibt die Dynamik
eines Atoms mit zwei Niveaus, d.h. einem atomaren Grundzustand der Energie ey und einem
angeregten Zustand der Energie e; > ¢y, das an ein quantisiertes Bosonenfeld gekoppelt ist.
Dieses Bosonenfeld stellt eine vereinfachte Form des Photonenfeldes dar, und wir bezeichnen
es deshalb im Weiteren auch als Photonenfeld.

Der Hilbert-Raum des Atom-Photon-Systems ist das Tensorprodukt

H = Hu®F, (VILT)

des Hilbert-Raums .; = C? des 2-Niveau-Atoms und des bosonischen Fock-Raums § := So(h)
iiber den Ein-Photonenraum b := L?(R3?).
@

at) und der normierte ange-

Der Hamilton-Operator H,;, der normierte Grundzustandsvektor ¢
regte Eigenvektor gpgp des 2-Niveau-Atoms sind gegeben durch

_(en O @ . (0 @™ . (1
Hy = (0 60)’ Yot = (1 cova = o) (VIL.2)

Der Hamiltonian des Photonenfeldes ist der selbstadjungierte Operator (Hpn, Dpn) € L£[F],
wobel

H,, = /w(k:) ay ap d°k (VIL.3)
mit der Photonendispersionsrelation w(k) := |k|, die sich fiir masselose relativistische Teilchen

durch |k| = VE? + m?2|,,— ergibt, ist und {ay, a} }rers die Fock-Darstellung der CCR auf §.
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Auflerdem ist
Dy = {(W’)?oes‘ WOPR + 3 / (Zw(k,,))z|¢<”><k:<”>>}2dk<“> < oo} (VIL4)
n=1 v=1

der natiirliche Definitionsbereich von Hpy,, wenn H,, = dI'(w) als Multiplikationsoperator rea-
lisiert wird.

Die Dynamik des Atom-Photon-Systems wird erzeugt durch den Hamilton-Operator

H, = Hy + gWW (VIL5)
Hy =Hy®1 + 1® Hy, (VIL.6)
wobei die Wechselwirkung von der Form
1
W = (? 0) ® [a*(G) + a(G)] (VIL7)
ist und wir annehmen, dass die Kopplungsfunktion G € L?(IR?) folgenden Schranken geniigt,
A2 = /(1 +w(k) ) |Gk &’k < oo, (VILS8)
Ay = sup {w(l<:)1/2_“/2 |G(k)|} < oo. (VIL9)
keR3

Dabei ist 1 > 0 eine feste nichtnegative Zahl.

Der nichtwechselwirkende Spin-Boson-Hamiltonian ist der selbstadjungierte Operator
(Ho, Do) € L[] mit Dy = C* ® Dy, GemiB Gleichung (VIL29) ist Hy = Ha @ Ly + Loy ®
H,,. Um die spektralen Eigenschaften von Hy zu verstehen, betrachten wir zunéchst (endlich-
dimensionale) Matrizen.

Seien dazu A = A* € B[$Ha] und B = B* € B[$p| zwei selbstadjungierte Matrizen auf

endlich-dimensionalen Hilbert-Raumen dim($)4) = m € N und dim($)p) = n € N und
ONB {SO/&A) pe1 € Ha, {QOI(/B) n_ C $Hp aus Eigenvektoren mit zugehorigen Eigenwerten

v=1

)\,(LA),)\(VB) € R, sodass Ago,(fl) = ALA)goLA) und B(p(yB) = )\(VB)go(yB). Ist H € Blha ® hp] der
Form H = A® 1p + 14 ® B, so ist {¢. ., uezmvezr € ha ® bp mit ¢, 1= @&A) ® go,(,B) eine
ONB aus Eigenvektoren der selbstadjungierten Matrix H, nédmlich H¢,, = ()\LA) + /\Z(,B))gbmy,
wie man leicht nachrechnet. Fiir Matrizen ist das Spektrum von A® 1z + 14 ® B also gegeben

durch die mengentheoretische Summe des Spektrums von A und des Spektrums von B,

c(A®1p + 1a®B) = o(A) + o(B) = { XV 4+ AP | \D e5(4) AP eo(B)}.
(VIL10)

Glg. (VIL.10) gilt auch fiir allgemeine selbstadjungierte Operatoren A und B, wenn man auf
der rechten Seite noch den Abschluss (in R) bildet [?, Ch. VIIL.10]: Sind A = A* € B[$4]
und B = B* € B[$)g| zwei beschriankte selbstadjungierte Operatoren auf separablen komplexen
Hilbert-Rédumen $4 bzw. $p, so ist

c(A®lg + 1,®B) = o(A) + o(B). (VIL.11)
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Wir wenden dies auf A = H, und B = Hp, an und erhalten mit o(H,) = {eo,e1} und
o(Hyn) = Ry, dass

o(Hy) = [eg, 00) U [e1, 00) = [eg, 00). (VIL.12)

Dabei sind eg und e; Eigenwerte am Rand bzw. in der Mitte des kontinuierlichen Spektrums,
da

Ho((,@a‘w ®Q) = 60(§0at,¢ ® Q) und Ho(SDat,T ®Q) = 61(sﬁam ® Q). (VIL.13)

Aus Sicht der in vorigen Kapiteln dargelegten Spektralanalyse selbstadjungierter Operatoren,
wie etwa Schrodinger-Operatoren, stellen sich nun in natiirlicher Weise folgende Fragen:

(a) Ist das zugehorige wechselwirkende Spin-Boson-Modell mathematisch wohldefiniert? Kon-
kreter, ist H, fiir g # 0 auch selbstadjungiert und halbbeschrankt?

(b) Falls (a) positiv beantwortet werden kann, ist dann die zugehorige Grundzustandsener-
gie inf o(H,) ein Eigenwert, oder 16st sich das 2-Niveau-Atom durch Kopplung an das
Photonenfeld auf?

(c) Falls (a) und (b) positiv beantwortet werden kénnen, wird dann der angeregte Zustand bei
Energie e; instabil und zu einer Resonanz, d.h. einem Zustand mit endlicher Lebensdauer?

Alle diese Fragen sind in den letzten drei Jahrzehnten ausfiihrlich untersucht und in vielen
Varianten beantwortet worden. Insbesondere wurden die obigen Eigenschaften (a)-(c) unter
der Annahme von (VIL7) und (VIL8) fiir strikt positives p > 0 gezeigt. Interessanterweise
lassen sich (a)-(c) auch fiir y = 0 etablieren, siche [?, 7, ?].

In dieser Vorlesung wollen wir zunéchst die Frage (a) beantworten und zeigen, dass (W, D)
eine infinitesimale Storung von (Hy, D) ist, womit wir sofort die Selbstadjungiertheit und
Halbbeschrénktheit von (Hy, Dy) € £[$)] erhalten.

AnschlieBend wenden wir uns der Frage (b) zu, ob die Grundzustandsenergie info(H,) ein
Eigenwert ist. Hier kommt als wesentliche neue Schwierigkeit hinzu, dass der zugehorige un-
gestorte Eigenwert ey = inf oegs(Hp) nicht isoliert vom wesentlichen Spektrum von Hy ist. Wir
konnen also nicht die in Kapitel IV dargelegte Methode der Dunford-Cauchy-Integrale zur
Konstruktion der Grundzustandsprojektion anwenden. Aus dem gleichen Grund schégt auch
die Anwendung von Satz V.4 fehl, da in diesem Fall § = dist[ey, o(Hyp) \ {eo}] = 0 ist. Die zum
Ziel fithrende Methode zur Beantwortung von (b), die wir hier beschreiben, ist die mit Hilfe
der Feshbach-Schur-Abbildung konstruierte RG-Transformation. Wir folgen hier [?, ?].

Wir reduzieren nun noch das oben eingefiihrte Spin-Boson-Modell auf die Standarddarstel-
lung, in der ¢y = 0 und e; = 1 sind. Dazu definieren wir die unitére Dilatation u, € B[h] um
den Faktor n > 0 durch

[ug)(k) = 0> (nk) (VIL14)
und beobachten, dass
[uyw](k) = 1* wnk) w(nk) = nw(k) [u)(k), (VIL15)
da w(k) = |k|, also
Upowou, = n-w. (VIL.16)
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Weiterhin ist auch I'[u,] : § — § unitér mit

[uy] o a(p) o Tluy* = aluyp) und Tlu,|oa™(p) ou,]* = a*(u,p), (VIL.17)
und wir erhalten
Pluy] o Hop o Pluy]" = Dlug] o dl'fw] o Tuy]” = dl[uy owouy] = ndlw] = nHpn.
(VIIL.18)

Wenden wir nun die unitédre Transformation U, := 1% ® I'[u,] € B[$)] auf H, an, so erhalten
wir

(]77 [’[g(]?;< = }[0777 + ey + an, (VIIlg)
Hy, = (61 N €0 8) ® 1z + 12 @ nHy, (VII.20)
0 1 )
W, = (1 O) ® (a*(Gy) + alGy)) . (VIL21)
G, (k) =¥ G(nk). (VI1.22)
Speziell fiur die Wahl 1 := (e; — eg) erhalten wir damit
Hy = U,(Hy—eo) U = (e1—eo) (Hy + gW), (VII1.23)
7 1 O 2
Hy = (0 o) ®1; + 12® Hyy, (VII.24)
—~ 0 1 . ~
W = (1 o) ® (a*(G) + a(@)) , (VIL.25)
G(k) = (e1 — o) > Gl(e1 — e) K] - (VIL26)

Durch Verschiebung des Energienullpunkts um ey und anschlieSender Anwendung einer unitéren
Dilatation um 7 := e; — e, mit deren Hilfe die photonische Energieeinheit der atomaren Uber-
gangsenergie e; — eg angeglichen wird, konnen wir also im Weiteren ohne Beschriankung der
Allgemeinheit annehmen, dass

g = 0 und e =1 (VIL.27)

sind. Diese Annahme werden wir im Folgenden stets voraussetzen und zur alten Notation
zuriickkehren, d.h. wir betrachten

H, = Hy + gW (VIL28)
. I 2
Hy = (o o) ®Ls + 1&® Hp, (VIL29)
01 .
W o= (1 0) ® (a*(G) + a(@)), (VIL30)

wobei G den Schranken (VII.8) und (VIIL.9) geniigt (die nun noch von e; — ey abhéngen, was
wir aber nicht weiter verfolgen).
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VIl.2. Relative Beschriankheit der Wechselwirkung

Als Erstes zeigen wir, dass W eine infinitesimale Stérung von Hj ist. Wir lassen im Weiteren
triviale Tensorfaktoren meist aus und schreiben A und B statt 1 ® A bzw. B ® 1, falls dies
nicht zu Verwechselungen fiihren kann.

Lemma VII.1.
(W (Hpn + 172, < 244, (VIL31)
und insbesondere ist W eine infinitesimale Storung von Hy.

Beweis. Fiir ¢ € $g, folgt aus der der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

2

Ha(G) (Hon + 1)1/%“; - H/{G*(k) a(k) (Hy, + 1)*1/%} &

§

< (/|G(k)| || ax (th+1)*1/2¢||3 d3k) (VIL.32)

< ( %d%) (/w(k:) ax (Hon + 1) 720 d3k:).

Da weiterhin
Jew laeli e = (| [etsadhe) = (ol = |alel; vy

gilt, ist
/w(k) lax (Hon + 17202 d®k = || Hy? (How+ 1) 7202 < w3, (VIL34)

und wir erhalten

Jot@) (= 1720} < ([IERE ) o, (VIL35)

Weiterhin ist
la*(G) ellz = (p]alG)a*(G)¢) = (¢]|((GIG) + a*(G)a(G)) @)
=GNl + lla(G) ¢l (VIL.36)
also

0*(G) (Hon + 1)720|1 = IGIR || (Hyn + )72 || + [|a(G) (Ho + )72

_ 2
<G NIE + [|a(G) (Hypn +1)720|; - (VIL37)
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1G)

a*(G) (Hpn +1)712y

Aus (VIL.35), (VIL.37) und

<1 (VIL38)

B[C2]

erhalten wir

+

|W (How )72 < a(G) (Hp + 1)

5
1/2
<2 (/ [1+w(k) ] |G(k)\2d3k) 4]5 (VIL39)

was (VIL.31) beweist. Fiir £ > |e;| + |eg| + 1 folgt dann noch, dass Hy+ £ > Hy, + e+ E >
sE > % und daher

V2 4 A
-1 —1/2 1
|W (Hy+E)7Y|,, < 7E |W (Hp +1)712|| < 75 0, (VIL40)
fiir E — oo, was zeigt, dass W eine infinitesimale Storung von Hj ist. n

Wir bemerken, dass damit (Hy, Dy) € £[] nach dem Satz II1.2 von Kato-Rellich selbstadjun-
giert und halbbeschréankt ist.

Bevor wir die Freiheitsgrade hoher Photonenenergien mit Hilfe der Feshbach-Schur-Abbildung
eliminieren, wollen wir Lemma VII.1 noch etwas verbessern. Im zu untersuchenden Kontext ist
die Verwendung von Abschétzungen im Sinne quadratischer Formen vorteilhafter. Das heif}t
nicht, dass wir nicht Operatornormen abschétzen, sondern vielmehr, dass wir jeweils eine halbe
Potenz der Resolvente von (Hyy, +¢)'/? auf beiden Seiten von W symmetrisch verteilen und die
Norm von (Hyy, +¢)~Y2W (Hyy, +¢)7Y/2 statt der von W (H,y, +¢)~! abzuschiitzen. Dazu zeigen
wir zunéchst

Lemma VII.2. Fiir alle € > 0 ist

2\,
Ve
1/2

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass die Beschranktheit des Operators R;/ 2VVRE schon aus
Lemma VII.1 folgt — wenngleich mit der Normschranke O(A;e71), die fiir kleine € > 0 durch die
behauptete Schranke (VII.41) um einen Faktor /¢ verbessert wird. Damit ist aber RY?WRL?
auch selbstadjungiert, und seine Operatornorm stimmt mit seinem Spektralradius iiberein,

|RYPW R < wobei R. := (Hp,+¢)". (VIL41)

|RY2W RY?||, = sup { (| RY2W RY2) | € Hen [[0lls =1}, (VIL42)
Fiir ¢ € $g, ist

(¥ |RY*W RY*y) = 2Re(o) RY?¢| a(G) RY*), (VI1.43)
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) die Pauli-Matrix in z-Richtung notiert. Aus der Cauchy-Schwarzschen Un-

wobei o) = (9}
(VIL.38) folgt dann fiir normierte ¢ € gy, dass

gleichung und
(W|RYVPW RLPy) < 2||RV*Y|| [|a(G) Ry < % |a(G) R4 . (VIL.44)
Wie in (VII.32) folgt dann

oyl < a3 ([t o RP0l3 ) = 822 o+ 22y < A2

(VIL.45)
und damit die behauptete Schranke. O
VIIL.3. Elimination der Hochenergie-Freiheitsgrade
Wir wihlen nun eine feste Funktion § € C§°(Rg; R{) mit folgenden Eigenschaften,
=1 auf [0,3), 9 <0, =0 auf [1,00), (VIL.46)

d.h. 0 ist eine geglattete charakteristische Funktion auf [0, 1]. Anschliefend definieren wir y,Y €
C>*(Rg;Ry) durch

x(r) = sin[560(r)] und X(r) = cos [56(r)]. (VIL.47)

2

Beachte, dass dann auch y die Eigenschaften (VI1.46) besitzt und dass x*(r) + X2(r) = 1 fiir
alle » > 0 gilt. Der Ubergang von 6 zu y sichert aber insbesondere auch die Glattheit von
X = /1 — x?, was fiir 1 —60? im Allgemeinen falsch ist.

Anschlielend wahlen wir eine feste Zahl

1
0 < < — VIIL.48
PS5 ( )
und definieren x, = X3, %X, = X, € B[$)] durch
Xp = at,] ® X(th/p) ’ Xp = at,t ® 18 + Pat,J, X X(th/p) ) (VII49)

sodass X?) + Yz = 1. Dabei sind

Py, = (8 (1)) und Py = (é 8> (VIL.50)

die Projektionen auf den atomaren Grundzustand und den angeregten atomaren Zustand. (Wir
ignorieren hier, dass P, 4+ = Hy,.) Weiterhin bezeichnen wir mit P, die orthogonale Projektion
auf Ran(ip) C $ und beobachten, dass

Xo = PoX, = X,Pp < Pp < Puy®1L5 + Pay @ L[Hpn > 3p). (VIL51)
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Lemma VIL3. Fir X € (—1p, 1p) ist

P,(Hy— AP, > 2(Hp, +p) P (VIL52)

und Hy — X ist beschrdnkt invertibel auf Ran(xX,) mit

il < = P,.
HQ—)\ 1%

(VIL53)

Beweis. Offensichtlich kommutieren x,, X, I_Dp und H, paarweise, und es ist

P,(Hy—A) P, = Puy® (1 = A+ Hpn) 4+ Pay @ (Hyn — A) P

v

Patq @ (Hpn + %) + Py, ® (%th + %p — )\) P
> {(Hpn +p) Py, (VIL54)

wobei wir Hp, > 0 und Hp, > 2p auf Ran(Y) verwenden. Da 1p < 3p—\ < 1— ) gilt, impliziert
(VIL.54) auch die quadratische Formschranke (VII.52), die ihrerseits (VII.53) trivial nach sich
zieht. O

Lemmata VIL.2 und VIL3 sind auch die wesentliche Ingredienzien des Beweises, dass (H, —
A, Hy — X) ein FS-Paar und die Feshbach-Schur-Abbildung F,, darauf anwendbar sind.

Lemma VIL.4. Fir A € (—1p,1p) und |g| < p"/?(21A1) 7" ist Ho + 9xX,WX, — A auf Ran(X,,)
beschrdinkt invertibel mat

Beweis. Wir entwickeln die Resolvente in (VII.55) zunéchst in eine formale Neumannreihe,

0o —92 —2 14

_ o X X

X, (Ho+ gX, WX, - N7'X, = Y T % {(—QW) (Ho £ A)} (VIL56)
/=0

X, (Ho + 9X,WX,— N "' X,

<2 (VIL55)
p

op

[e.9]

— — — Y —
B ; ((HO fpA)l/?) {((HO fPA)w) (=9W) <(Hofﬁ>} (ﬁ) ’

deren Normkonvergenz sich aus Lemma VII.2 und (VIL.53) ergibt,

< T9h L
op — p1/2 - 3

| Zme) o ()] = e, <

Die behauptete Normschranke erhalten wir dann unter Beriicksichtigung von (VIIL.52),

! LO(ENET - s

p p p

X, (Ho+gx,Wx,—A)'X,
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Lemma VIL5. Seien p € (0,5), A € (—3p,1p) und |g| < p"/?(21A1)7", wobei Ay in (VILS)

definiert ist. Dann ist (Hy, — X\, Hy — ) ein Feshbach-Schur-Paar und sein Bild unter der
Feshbach-Schur-Abbildung F\, ist der durch

Py, © (HO(\) =) = F (Hy,— X Hy—\) (VIL59)
gegebene beschrinkte Operator HO(N) auf Ranl[Hy, < 1] C § mit
ﬁ(O)()\)

= Hpy — ZQWH) X #(G) [By (Hon = X) 6(G) Ry(Hyp — \) 6(G) | Ri(Hyn — A) 6(G) ¥,

= Hpn — 9° X (G) Ry (Hyn — A) 6(G) x, (VIL60)
= 9" Xp $(G) R(Hon — A) 6(G) Ry(Hpn — A) 6(G) Ry(Hpn — A) 6(G) X,
- 96 Xp Qb(G) RT(th - >\> ¢( )R ( )‘) (?) Ry(H, ( ph — )‘)
< §(G) Ry (Hyn — )¢( ) By(Hpn = A) 6(G) X,
T
wobei ¢(G) := a*(G) + a(G) und Ry(Hy, — ), Ry (Hpn — \) € B[$ea] die Resolventen
RT(HPh — /\) = ﬁ und Ri(th — )\) = thYp_ b\ (VIIGl)

notieren.

Beweis. Nach Lemma VIL.4 ist (H, — A\, Hy — ) ein Feshbach-Schur-Paar und die Anwendung
der Feshbach-Schur-Abbildung F), ergibt

Fxp (Hg - >‘a HO - )\> = Lrat,| (th + gXpWXp) - 92 X,DWYp(HO + gYpWXp - )‘)_IYpWXp
0 yQ k—1
= Lat,| ® th — Z(_g>k X'OW(HO j \ W) Xp - (VII62)
k=1

Es sind aber 0(1)Pat7¢ = P, 4 und O'(l)Pat,T = P, und deshalb W = Py |[W Py 4 + Py 4 W Py .
Deshalb tragen nur gerade k € 2N zur Summe in (VII.62) bei, d.h.

Fy,(Hg = A Hy = A) = Pagy @ Hyp — (VIL63)
) YQ Y2 l y?
240\ WP, ( L __ Py+WP, Py WP, ) L PuWx,,
;;9 Xp t,1 Hy— A t,1 t,l Hy— A t,l t,1 Hy — A t WV Xp
woraus sich sofort die Behauptung ergibt. O]
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VIl.4. Normalform des effektiven Hamiltonians

Wir wollen als Niichstes den Operator H©) (modulo Funktionen von Hpy) normalordnen und
seinen Vakuumerwartungwert als Korrektur der Grundzustandsenergie extrahieren. Dazu ma-
chen wir eine Vorbetrachtung. Wir verwenden die Notation a*(f) := a*(f) und a; := a} fiir
Erzeugungs- und o™ (f) := a(f) und a, := a; fiir Vernichtungsoperatoren und bemerken, dass
der erste Beitrag der Wechselwirkung in (VIL.60) gegeben ist durch

Xo A(G) Ri(N) &(G) xp = Y ¢° X(Hyn/p) V2 x(Hpn/p),  mit (VIL64)
o, 7=+
V2 = a(G) (1 + Hy — N)'a"(G) . (VIL65)

Wir berechnen die Terme Vg(%) mit Hilfe der Pull-Through-Formel (sieche Ubungsaufgabe) und
der CCR. Wir erhalten

9 G(k1)G(ky) _
v_ﬁ7)_ == /(lz—l T—}—]—Iph akz dgk}l d3]€2, (VII66)

2 _ + G<k1)G(k2) + Bl dBky — / + _+ G(kl)G(kZ) Bl Bk
V+,+ - /akl 1—A—‘—tha]k2 1 2 — aklak21_>\+th+w(l{2) 1 2

ac) :/ G(k1) G(k2)
nE 1 — A+ Hy +w(k)

2) _ ~ Gk)G(ha) | 5, om, / i G(k1) G(k2) 5. 13
V_7+ = /akl—l_A_i_thak?dkld kQ = aklak21_)\+th+w(k2)dk1d kQ

ay, ap, k1 d’ky (VIL67)

2

_ G (k1) G(ks)
_ + . 3 3
= / [akQ ak1 + 5(k1 kQ)j| 1_ /\+ th —|—w<k‘2) d k'ld kg
G(k1) G(k2) _ |G(k)]> d*k
= + &Pk Pky + / .
/% L= A+ Hop + (k) +w(kg) o @102 1= A+ Hyp + w(k)

(VIL.68)
Wir kénnen also (VIL.65) schreiben als

7 Xp 0(G) Ry(Hon — N) (G) X = X (WSHIN, Hon] + W + WS + W) x,,
(VII.69)

wobei Wé?o) (A, Hpn] mit dem Funktionalkalkiil fiir den selbstadjungierten Operator angewandt

auf die Funktion
2 2 73
(2) A\ _ g° |G(k)|* d°k I
Woo (A, 7] /1—)\+r+w(l€) (VIL.70)

definiert ist. Weiterhin sind

m,

Wi\ = / a* (k™) w0 [N, Hon, K] a(k™) dE ™, (VIL71)
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wobei wir die Notationen

K = (kyy . k), dETY = Py Pl (VIL72)
)= (lﬁ,...,l}; ), dk™ = Pk Pk, (VIL73)
K= (B k) dg ) = gkt di (VIL74)
a* (k™) = ap, ---ay a(k™) = aj, - ag, (VIL.75)

verwenden. Die Integralkerne sind Operatoren, die abermals durch den Funktionalkalkiil fiir
H,;, punktweise fiir fast alle K™™ durch die Funktionen wy, [\, r, K(™™)] definiert sind, wobei

* G(ky) G(k2) 2 9> G(k1) G(ks)
wa o[\, 7, k] = J ! , woa A, 7, k] = s VIL.76
20l b= T o e ozl | 1= A+7r+wk) ( )
- 2G(k) G(k
wia[\ 7k k] = GUk) G(F) g~ Gk) Glk) (VIL77)
1—)\+7"—|—w()+ (k) L=A4r
Wir wollen dies nun verallgemeinern und H(©()) in der Form
HOD) = Wid X\ Hoal + 32 x Wity v, (VILTS)

M4N>1

darstellen, wobei WOO[/\ H,p) ein durch das Funktionalkalkiil fir Hp, aus einer Funktion
WO(% [\, 7] gewonnener Operator und WJS?N[)\] Wechselwirkungsoperatoren sind, die fiir M, N €
Ny mit M + N > 1 vor der Gestalt

Wity = / a” (kM) @37 [\, Hp, KO a(B00) d g0 (VIL79)

sind. Dafiir miissen wir die Rechnungen in (VII.66)-(VIL.68) zur die Behandlung beliebiger
Produkte verallgemeinern. Dies geschieht in den folgenden Aussagen, wobei wir mit (X)q =
()X Q) Vakuumserwartungswerte abkiirzen, wieder die Notation a™ fir Erzeugungs- und a~
fiir Vernichtungsoperatoren verwenden und vereinbaren, dass fiir eine endliche Menge A C Z
ganzer Zahlen das Produkt

H m(i) = m(iy)m(iz) --- m(ir) (VIL80)

in aufsteigender Indexreihenfolge zu verstehen ist, d.h. dass |A| = L, A = {iy,4s,...,ir} und
1 <ig < --- <1 gelten.

Lemma VII.6. Scien A C Z eine endliche Menge ganzer Zahlen, k : A — R® und o : A —
{—,+}. Zu B C A definieren wir die Mengen By := {i € Blo(i) = x} und das Wick-
geordnete Produkt

:(HGZZ,("))I = (H a;ﬁ,) ( 11 a,;). (VIL81)
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Dann ist
o) _ o () . o@)) e
o = S (I a) (ITei):
icA BCA ‘icA\B Q ieB
=S 11 a;< 11 agf“> IT a2 (VIL82)
BCA i€B. i€A\B Q jeB_
Beweis. Siehe Ubungsaufgabe. m

Es ist instruktiv, die Aussage des Lemmas VII.6 an Beispielen zu illustrieren. Fiir die Terme in
(VIL.66)-(VIL.68) ist A = {1,2} und fir Vi2 sind 0(1) = 0 und 0(2) = 7. Nach Lemma VII.6

sind dann
ap af, = (Do s ap o + (af Yo s, o + (a5)a af o+ + (af a; )a
=y, a0 (VIL.83)

- — _ e, — _— e + — _ e + — o
und genauso a, a, = a, ap ¢ und ap a, = ja; a, o, aber

ap, a, = (Do sap ai o + (. )a sl o + (af)a sap o + (o, af )
= af, ap, + (ap, )0 = af,a + 0k — k). (VIL84)

Aus Lemma VIL.6 gewinnen wir folgende Aussage fiir die Normalordnung von Produkten mo-
dulo Hyy.

Lemma VIL.7. Seien A C Z eine endliche Menge ganzer Zahlen, k: A — R3, 0: A — {—,+}
und { f;}ica eine Familie beschrinkter und messbarer Funktionen f; : R — C. Dann ist

[T {ai? filtnl} = (VIL85)
€A
S (Tt ) (TL{ )™ simcsr+2g, a)y) | (Ta).
BCA \ieBy jeA QT:th jeB_

wobei By = {i € B| o(i) = +} und

S (k) = Y wk) + Y wik). (VIL.86)

i€B4,i>j i€B_,i<j

Beweis. Zum Beweis benutzen wir die Pull-Through-Formel vorwérts und riickwérts. Dies ist
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zuldssig, wenn wir f; durch Null auf R~ fortsetzen. Damit und mit Lemma VII.7 erhalten wir

[T{al? it} = (ZEA "“)(Hfj{ mt Y o D (VIL8T7)

€A JjEA 1€A, 1>]
=Z(M<1W>(M)(Hﬂ[wZ 1))
BCA \ieB, i€A\B Q NieB_ jeA i€A, i>j

IR )>
(Ml 3 o 2o)(115)

JEA 1€EA, 1>] iEB_ iEB_

Nun beobachten wir, dass (®| f;[Hpn +7]2) = (®|Q) f;[r] und somit (®|Q) f;[Hpn] = (| f;[Hpn +
7| |r=m,,, um die f; in den Vakuumerwartungwert zu verschieben,

< I1 agfi>> (Hf][ ot Y o(i)w(k;) + Zw(k;i)D (VIL.83)

i€ A\B JjEA i€A, i>] 1€B_

:< IT < Hfj[ mErt Y o Zw(ki)b

i€cA\B JEA 1€EA, i>] i€B_ r=Hpn
o(i)\ 1[i¢B] .
—(TL@E) ™ L[+t 3 ot + 3 wik))
icA jeA GiEA, i>] icB_ Qr=H,,

_ <g{(ak]( ))1l#5] f][ oh + 7
Y o(wlk) + Y wlk)— > “(i)w(m} }>

V€A, i>j i€B_ i€A\B, i>] 2

T':th

Schliefilich ist

> olwk) + > wk) = Y o(iw(k:) (VIL.89)

€A, i>j i€B_ i€A\B, i>j
= > wlk)+ > olwk) = Y wk)+ > wk)— > wk)
ieB_ i€B, i>j ieB_ i€By, i>j i€B_, i>j
= D wk)+ Y wk),
i€B_,i<j i€By, i>]
was den Beweis vervollstandigt. O]

Wir wenden nun die Lemmata VII.6 und VIL.7 auf das durch (VII.60) gegebene Bild von
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(Hy — A\, Hy — A) unter der Feshbach-Schur-Abbildung F, , d.h.

HO) (VIL.90)
= Hpn — > ¢ X, 0(G) [Ri(Hy — X) &(G) Ry (Hyn — X) $(G) " Ry(Hypn — N) 6(G) X,

an. Dazu fiihren wir noch etwas weitere Notation ein.

Sind K € N, B C ZE und o : Z¥ — +, so verwenden wir wie vorher
By = BNo '(+) und zusitzlich Cy := (Z{ \ B)No '(£), (VIL91)

sodass ZX als disjunkte Vereinigung Z¥ = B UB_UC,UC_ geschrieben werden kann. Zu
M, N € Nq definieren wir noch die Familie

By = {(B+, B) e P(N) x B(N) | B.NB_ =0, |By| =M, |B_| = N} (VIL92)
der Paare disjunkter Teilmengen der natiirlichen Zahlen mit M bzw. N Elementen. Damit
erhalten die folgende normalgeordnete Form des effektiven Operators.

Lemma VIL8. Seien p € (0,45), A € (—1p, 3p) und |g| < p"*(21A1)7", wobei Ay in (VIL8)
definiert ist. Dann ist der in (VIL90) bzw. (VIL.60) definierte Operator H®()\) von der Form
HOD = Wegl\ Ho + > Wiy, (VIL93)

M+N>1

wobei fiir M, N € Ng und M + N > 1

WM = [ @ (00) B 0 H, KO a) i), (VIL94)
mat
_ - 1 ) ) )
By A, KD EN] = SibNl SN W N ke ey s gy Fan)]
: ' 7r€5]u T]ESN
(VIL.95)
und

w](\g),N[/\’,,,’ EM EM] = Gky) -+~ Gka) Glky) - -~ Gken) (VIIL.96)

(B+,B-)EBn, N |:

K
> o (T ™ w4+ 25 0 A} |
(ByUB_)

K€2N,K>max j=1
wobei

By ={ieB|lo@i)=+}={if,....if}, mit if <---<if, (VILIT)

B. :={ieB|o(i)=—} = {i,...,ixy}, mit i <---<iy, (VIL.98)
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und
S 5 M) = N k) Y wika). (VIL99)
m=1, iy >j n=1, in <j
Auflerdem ist
— K _
Weg A = r+ > 9K<H{¢(G) Rj[Hon +1 — A]}> : (VIL.100)
Ke2N j=1 Q

Beweis. Die folgenden Reihenentwicklungen sind zunéchst formal. IThre Konvergenz in B[Ran(x,)]
beweisen wir spater. Wir notieren

5 [ Ry(Hy, — ) fallsje2Z+1,,
I (Hpn = A) = { Ry(Hy— ) falls j € 27, (VIL101)

und beobachten, dass wegen ¢(G) = a*(G) +a (G) fiir L € N
%o 9(G) [Re(Hyn = N) (G) Ry (Hy = X) $(G) ] Bi(Hin = 2) 6(G) x,
= Y xa"(G) Ri(Hp — N) " (G) Ry(Hp, — A) a”(G)

U:Z%L—H:
0P (G) Rop o (Hy — A) a”®P(G)
= Y / By dPhap, GO (ky) - GO (kyp) (VIL.102)
o 23—+
Xpag") Ry(Hyp — A) af® Ro(Hpp — ) -+ a8 7Y Ry (Hyw — A) af>" x,

gilt, wobei G* (k) := G(k) und G~ (k) := G(k). Geméf Lemma VIL.7 ist

2L

H {GZZM) Ry(Hpy, — )\)} = —
Z ( H ak><H{ k< )ﬂ[yszB]R [th+r+2giﬁ_(k)—)\]}> ( H aZJ@> ’

BQZ%L 1€By 0 - p

mit By := BNo !(£) und Zgi}B_(k) = ien_i<jW(ki) + X icp, injw(ki). Setzen wir dies in
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(VII.102) ein und das Resultat anschlieflend in (VII1.90), so erhalten wir

_ﬁ(o)o\

~—

+ th

2 S(G) [Ry(Hn — A) $(G) Ry (Ho — A) (G) " Ry (Hpn — A) 6(G) X,

e 10

gt Z Ply - Pl GTD (k) -+ GTCD) (kyy)

L=1 ozttt
Xp ak Rl(th =) GZQ(Q) R2(th —A)- ZSLl ) R2L<th —A) aZQ(iL) Xp
=> 7 > > / By dPhyp GO (ky) - GOP (K ( 11 ak)
L=1 23—+ BCZ3" 1€B4
= N 12B] 5 :
<H{(agf”) R [How + 7+ 28 5 (k) —)\]}> ( I1 a”(J>
=1 C=H,, “ieB-

(VIL104)

Um die Notation fiir die folgenden Uberlegungen etwas zu vereinfachen, fithren wir zu K € IN
und o : Z¥ — + sowie B C ZI zusitzlich zu den Mengen By := B N o~ '(+) auch ihre
Komplemente Cy := (Z¥ \ B) N o7'(+) ein, sodass Z& als disjunkte Vereinigung ZI¥ =
B, UB_UC,UC"_ geschrieben werden kann. Weiterhin fiihren wir die Operatoren

Zx(Bi,B_,Cy,C_) = (VIL.105)

/d?’k;1 ki X, (lg G(k:i)a;;) < ﬁl {(G(kj)a;;j)“jec” (m%)wea]
( .Hma(éf)) X

T‘:th ]GB

R; [th +r+ —1—222737(16) — /\] }>
Q

ein und erinnern an die in (VIL.92) definierten Familien 9B, y. Damit beobachten wir, dass

—HOW) + Hy = Y g° > Zk(By, B, C,C) (VIL.106)
Ke2N BLUB_UCLUC_=ZK
=3 TS Y (B = M) I(B | = V) Ze(BLB OO
M,N=0 Ke2N B+UB_UCLUC_=ZK

= Y > > >y g® Zx(By,B_,C.,C_).

M,N=0 (B4,B_)€By,ny KE2N,K>max(B+UB-_) CLUC_=Z\(B;UB-)
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Damit erhalten wir

Wy A KD K]

= G(ki) - Glhy) G(kr) -+ Glhy) Y 3 3
(B4,B-)eBy N KE2N,K>max(B+UB-) CLUC_=ZX\(B4yUB_)
g / Il ¢ 1] ¢ <H{(G(§j)a§)ﬂ[jeo+] (G(&)ag )= (VIL107)
jecy jeC_ j=1

R; [th +r+ Z(Bgi,B, (KMN) — A} }> :
Q

= G(k1) - Gknr) G(ky) - - G(kn) > 2. 2

(B4,B-)eBy N KE2N,K>max(B+UB-) CLUC_=Z&\(B4yUB_)

Jj=1 Q

wobei B, B_ und Egi, 5 (KM gemif (VILIT)-(VIL99) festgelegt sind. Insbesondere folgt
aus B, = B_ =), fiir M = N = 0, dass

Wio [\ 7] (VIL108)
K

e Y Y <H{(a*(c>)“j€0+] (a(@)) V= R, {thw_x]}%.

K&  c,uc-=zK \j=1
Aus (VIL.107) und (VII.108) folgen (VII.96) und (VII.100) unmittelbar. O
Schliefllich fithren wir noch eine lineare Skalentransformation

S, : BRan(L[Hyn < )] — BlSwea], S)[A] = %r[upmr[up]* (VIL109)

ein, wobel $,eq = Ran(1[H,, < 1]) der reduzierte Hilbert-Raum und u, die in (VII.14)
definierte unitére Dilatation

[u, (k) = p**P(pk) (VIL110)
sind. Wegen I'[u,| HonI'[u,]* = pHpy, folgt sofort, dass

1
Sp(WoolHpn]) = ;Wo,O[Pth] : (VIL111)
Setzen wir auflerdem fiir M + N > 1

Sp( / a* (KDY wyy N[ Hyn, KN a(k™) dK(M’N)> (VIL.112)

_ / a* (KM s (wag ) [Hons KOPV) a (V) dEOEN)
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so priift man leicht nach, dass
$p(war N ) [Hony KON = p2MEN=1y, S0 H pK N (VIL113)

Wir definieren jetzt fir M + N > 1

Wi = / @ (KO0) w) [, Hpy KO0 (k) a0 = 5, (WD)

(VIL114)
und fiir M = N = 0
WS Hal s (T3 Hal) = W31l (VIL115)
sowie weiterhin
EODN] = W0 = %Wg?gp,()] (VIL116)
TON 7] = W] — WO, 0] = %(ng{m, prl = Wi 0]) (VIL117)

und erhalten mit folgenden Satz den effektiven Operator H(®[)\], der dank der Feshbach-Schur-
Abbildung in der Néhe von eg(= 0) isospektral zu H,, ist.

Satz VII.9. Seien p € (0, 312) A€ (=ip,ip) und |g| < p"?(21A1)7", wobei Ay in (VILS)

definiert ist. Seien weiterhin HO[\] der in (VILIO0) bzw. (VILG60) definierte Operator und

HOW] = S,(HON) € B[$edl- (VIL118)
Dann ist
HON = BON + TON Hy] + > Wy (VIL.119)
M+N>1

wobei fiir M, N € Ng und M + N > 1

Witn[A = /X1 a* (E™) wi) v [, Hpp, KMN] a(R) yy dEEOEN) (VIL.120)
mit
WA, KO ED] = p3OIENTLG ok ) - Glpkar) Glokr) -+ Gplky) [

(B+,B_)eBp N

= (e i o)) |

Ke2N,K>max(B4UB_) j=1

(VIL.121)
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wobei By = {if,... it} mit if < -+ < i}, B. = {i],... iy} mit iy < -+ < iy und
S0 5 (KON = SN w(pka) + SN o w(pk) (5. (VILOT)-(VILYY)). Weiterhin

sind

EO[ = ! > gK<ﬁ{¢>(G) R; [th—A]}>Q (VIL.122)

P ke j=1

TON 7] = (VI1.123)

L mr o st o)), - (o st |

J=1 Jj=1

Im néchsten Kapitel definieren wir die Renormierungstransformation R, auf D C {(—}L Py 5P) =
B[$):ed]} und iterieren R, auf dem Anfangswert (A — H[)]) € D.
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VIll. Die Renormierungstransformation

Wir kommen nun zum Schliisselbegriff der Vorlesung: der Renormierungstransformation. Diese
ist eine Abbildung aus einem Raum von effektiven Hamilton-Operatoren in sich. In der theo-
retischen Physik ist dieser Raum als space of Hamiltonians oder theory space bekannt, und
seine genaue mathematische Beschreibung bleibt meist im Vagen. Unsere erste Aufgabe ist die
prizise Definition diese Raums als Banach-Teilraum des Raums der beschrinkten Operatoren
B[$;eq] auf dem reduzierten Hilbert-Raum $),cq.

VIIl.1. Banachraum der effektiven Hamilton-Operatoren
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